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RESUMEN

En este trabajo presentamos una sintesis de la reconstruccion del significado global de la derivada
que hemos realizado con la ayuda de algunas herramientas tedricas del enfoque ontosemiotico del
conocimiento y la instruccion matematica. Asi mismo, caracterizamos el significado pretendido en
el curriculo de Bachillerato a partir de las practicas matematicas propuestas tanto en el Plan de
Estudios como en los libros de texto de dicho nivel. La comparacion de ambos significados (global y
curricular) permite valorar la idoneidad epistémica del significado curricular. La metodologia de
analisis didactico aplicada para el caso de la derivada en el curriculo (Plan de Estudios y libros de
texto) mexicano, se puede aplicar a otros contenidos y contextos. La informacion aportada puede ser
atil para el profesor de matematicas de bachillerato ya que revelamos algunos sesgos en los
significados de la derivada privilegiados por el curriculo que podrian ser evitados para mejorar la
ensefianza de la derivada.

Palabras Clave: derivada, significado global, curriculo de matematicas, conocimiento del profesor,
enfogque ontosemidtico.

EPISTEMIC SUITABILITY OF THE DERIVATIVE MEANING IN THE HIGH SCHOOL
CURRICULUM

ABSTRACT.

In this paper we report a synthesis of a reconstruction of the derivative holistic meaning carry out
using some theoretical notions of the onto-semiotic approach. We characterize the intended high
school curricular meaning about the derivative, based on the mathematical practices proposed in
both the core curriculum and in the textbooks. The comparison between the global and curricular
meanings allows assessing the “epistemic suitability of curricular meaning”, intended for the high
school curriculum. The methodology of the didactical analysis, applied to the case of the derivative
in the Mexican curriculum and textbook can be extended to other contents and contexts. The
information provided may be useful for high school mathematics teacher because we reveal some
biases in the meanings of the derivative privileged by the curriculum that could be avoided to
improve the teaching of the derivative.

Key Words: derivative, holistic meaning, mathematics curriculum, teacher knowledge, onto-
semiotic approach.
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Antecedentes

El descubrimiento del Célculo® es uno de los grandes logros intelectuales de la civilizacion,
pues ha servido por més de tres siglos como una herramienta cuantitativa para la investigacion de
problemas cientificos. El calculo es fundamental para &reas de las matematicas tales como la
probabilidad, la topologia, la teoria de grupos y aspectos del algebra, la geometria y la teoria de
numeros. Sin él, la tecnologia moderna y la fisica podrian ser dificiles de imaginar (Kleiner, 2002).

Sin embargo, la ensefianza del calculo es conocida por ser una fuente de serios problemas,
tanto para los estudiantes como para los profesores (Hitt, 2003), de cara a la comprension de sus
ideas fundamentales. La derivada es uno de los conceptos fundamentales para el estudio del célculo,
aunque un tratamiento excesivamente algebraico del concepto, sin la utilizacion de otro tipo de
representaciones para su ensefianza, puede contribuir al surgimiento de dificultades de cara a su
comprension. Artigue (1995), sefiala que aunque se puede ensefiar a los estudiantes a efectuar de
forma mas o menos mecanica algunos célculos de derivadas y a resolver algunos problemas
estandares, se encuentran grandes dificultades para que logren alcanzar una comprension
satisfactoria de los conceptos y métodos de pensamiento que conforman el nicleo de este campo de
las matematicas.

Asi mismo, Artigue (1998) sefiala que las investigaciones didacticas evidencian que es dificil
para los estudiantes entrar en el campo conceptual del Analisis, cuando éste no se reduce a su parte
algebrizada, sino que pretende el desarrollo de los modos de pensamiento y de las técnicas que hoy
en dia estdn fundamentadas en él. De esta forma, algunos estudiantes son capaces de resolver
ejercicios con la aplicacion de las reglas de derivacion, no obstante, manifiestan dificultades cuando
se les pide usar la derivada, y sus diversos significados, en situaciones no procedimentales.

Algunas investigaciones referentes al significado de la derivada, se han centrado en describir
las caracteristicas de los significados construidos por los estudiantes, mostrando la existencia de
conflictos e inconsistencias respecto de los significados formales presentados en los libros de texto
(Ferrini-Mundy y Graham, 1994; Sanchez-Matamoros, Garcia y Llinares, 2006). No obstante,
diversas investigaciones (Inglada y Font, 2003; Badillo, Font y Azcérate, 2005) evidencian que el
origen de los conflictos cognitivos de los estudiantes sobre el significado de la derivada, puede estar
asociado a la presentacion de la derivada en los libros de texto; por ejemplo, el conflicto causado por

! Usaremos la palabra Cdlculo para referirnos al Calculo Infinitesimal (diferencial e integral).
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la introduccion implicita de la funcion derivada en la definicion de la derivada en un punto al usar la

s ' . A . ., .. .
notacién incremental f (a) = limyy_,q A—i( ) como primera notacion para definir la derivada en
en Xx=a

un punto. Estos conflictos e inconsistencias también se observan en algunos profesores como
sefialan diferentes investigaciones. Por ejemplo, Badillo, Azcarate y Font (2011) documentan la
confusion, o la no diferenciacion, entre los macroobjetos f’(a) y f’(x) por algunos profesores, y la
relacionan con su complejidad semiotica.

Uno de los objetivos de este articulo es caracterizar el significado pretendido en el curriculo de
bachillerato a partir de las préacticas matematicas propuestas tanto en el Plan de Estudios como en
los libros de texto de dicho nivel. Teniendo en cuenta el significado global de la derivada
reconstruido en Pino-Fan, Godino y Font (2011), y cuya sintesis se presenta en la primera parte de
este documento, se realiza una comparacion entre el significado global de la derivada y el
significado pretendido en el curriculo de matemaéticas del nivel Bachillerato. Dicha comparacion nos
permite finalmente, emitir juicios de valoracion de la idoneidad epistémica del significado curricular
de la derivada en el nivel bachillerato, informacion que consideramos de utilidad para el profesor de
matematicas que debe interpretar y concretar tanto las directrices curriculares como los libros de

texto para disefiar sus actuaciones en el aula.

Nociones tedricas y metodoldgicas

Para el logro de los objetivos planteados en este trabajo, hemos adoptado el modelo tedrico
conocido como Enfoque Onto-Semidtico (EOS) del conocimiento y la instruccion matematica
desarrollado en diversos trabajos por Godino y colaboradores (Godino y Batanero, 1994; Godino,
Batanero y Font, 2007). Dicho marco teérico incluye un modelo epistemoldgico de las matematicas,
sobre bases antropoldgicas y socioculturales; un modelo cognitivo, sobre bases semioticas de indole
pragmatista, y un modelo instruccional coherente con los anteriores.

Concretamente utilizamos la nocion de configuracion epistémica (Figura 1), la cual nos
permite analizar y describir sistematicamente los objetos matematicos primarios
(situaciones/problemas, elementos linglisticos, conceptos/definiciones, proposiciones/propiedades,
procedimientos y argumentos) que intervienen en las practicas matematicas sobre la derivada
propuestas en el curriculo de matematicas del nivel bachillerato (Font, Godino y Gallardo, 2013). Es
importante aclarar que para el andlisis de las practicas matematicas sobre la derivada (y los

significados de la derivada que estas conllevan) propuestas en el curriculo de bachillerato,
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consideramos tanto el Plan de Estudios de célculo diferencial como los libros de texto utilizados en
dicho nivel.

PROBLEMAS/
Tareas

Figura 1. Configuracion de objetos primarios intervinientes en las practicas matematicas

El analisis de dichos libros de texto se hace debido a la importancia que estos adquieren para
los profesores en la implementacién de clases. La dependencia que los profesores establecen con los
libros de texto, ha sido indagada por Nathan y Koedinger (2000), quienes manifiestan, “Es razonable
suponer que el uso de los libros de texto en la estructuracion diaria de las lecciones de clase, tareas
semanales y la secuencia curricular anual, lleva a los profesores a internalizar la imagen de las
matematicas que implicitamente transmiten” (p. 228).

Por su parte, el trabajo de Cooney (1985), reveld que los libros de texto son la influencia
primaria para las concepciones curriculares de los maestros, asi como para su estilo de presentacion
en la clase. Adicionalmente, Love y Pimm (1996) sefialan, “El libro es todavia, en gran medida, la
tecnologia mas extendida y usada en las clases de matematicas. Debido a su ubicuidad el libro de
texto ha moldeado nuestra nocion de la matematica y como debe ensefiarse” (p. 402).

Asi, el analisis conjunto del Plan de Estudios y de los libros de texto, nos permite estudiar
tanto el tratamiento que se le da a la derivada como los significados pretendidos en el curriculo de
matematicas de bachillerato.

Finalmente, para contrastar los significados curriculares con el significado global de la
derivada, asi como para el estudio de la adecuacién de los primeros respecto del segundo, utilizamos
la nocién de idoneidad epistémica. Esta se refiere al grado de representatividad de los significados
institucionales pretendidos (o implementados) respecto de un significado de referencia.

La nocion de idoneidad didactica, sus dimensiones, criterios, y descomposicion operativa, han
sido introducidos en el EOS (Godino, Bencomo, Font y Wilhelmi, 2006) como herramientas que

permiten el paso de una didactica descriptiva—explicativa a una didactica normativa, esto es, una
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didactica que se orienta hacia la intervencién efectiva en el aula. La idoneidad didactica de un
proceso de instruccion se define como la articulacion coherente y sistémica de las seis componentes
siguientes (Godino, Batanero y Font, 2007): idoneidad epistémica, cognitiva, interaccional,
mediacional, afectiva y ecoldgica. El proceso de disefio instruccional requiere que el maestro defina
el tema, determine la audiencia, adapte la instruccion al desarrollo cognitivo de los estudiantes,
proponga Yy desarrolle los objetivos, las estrategias de evaluacion, de valoracion y revision del
proceso. El proceso de instruccion debe ser idoneo, es decir debe cumplir diversas condiciones para
que el mismo cumpla tanto con los objetivos curriculares como con el desarrollo de competencias
matematicas por los estudiantes. Es por tanto deseable que los significados de la derivada
implementados o pretendidos tanto en los libros de texto como en el Plan de Estudio de célculo
diferencial de bachillerato, representen idoneamente los significados de referencia.

En sintesis, la metodologia aplicada en esta investigacion ha consistido en las siguientes tres
fases: 1) La determinacion de un significado global de referencia para la derivada mediante una
revision de tipo historico-documental desde la matematica griega hasta el siglo XX; 2) La
determinacion del significado pretendido para la derivada en el curriculo de bachillerato de México
(a partir del Plan de Estudios y de libros de texto); y 3) la aplicacién de los criterios de idoneidad

epistémica para valorar dicho curriculo y guiar su mejora.

Significado holistico de la derivada

La nocién de configuracion epistémica (CE) nos permitié reconstruir el significado holistico
mediante la identificacion de los significados parciales de la derivada, a partir de los informes de
investigacion y documentos histéricos sobre el Calculo (Pino-Fan, Godino y Font, 2011). Para una
institucion de ensefianza concreta, el significado de referencia serd una parte del significado
holistico del objeto matematico.

Para determinar el significado holistico de la derivada, se realiz6 una revision historico-
documental desde la matemaética griega hasta el siglo XX, en la que se efectué un analisis de los
objetos matematicos primarios intervinientes en los distintos problemas que fueron abordados en
distintas épocas y que culminaron con el surgimiento de dicha nocion. A partir de esta revision, se
identificaron nueve configuraciones epistémicas asociadas a los distintos problemas, a saber: 1)

tangente en la matemética griega (CE;); 2) variacion en la edad media (CE); 3) métodos

2 E] lector puede encontrar un anélisis mas detallado y completo sobre los significados parciales de la derivada en Pino-Fan, Godino y
Font (2011).

127 PARADIGMA, VOL. XXXIV, N° 2; Diciembre de 2013 /123 - 150



Luis R. Pino-Fan, Walter F. Castro, Juan D. Godino & Viceng Font

algebraicos para hallar tangentes (CE3); 4) concepciones cinematicas para el trazado de tangentes
(CEy,); 5) ideas intuitivas de limite para el célculo de méximos y minimos (CEs); 6) métodos
infinitesimales en el calculo de tangentes (CEg); 7) calculo de fluxiones (CE7); 8) calculo de
diferencias (CEg) y, 9) derivada como limite (CEy). Estas configuraciones pueden relacionarse como

se muestra en la Figura 2.

La derivada como
limite:

CEB CE7
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Figura 2. Significado holistico de la derivada
Las configuraciones epistémicas se componen de los objetos matematicos primarios y sus
relaciones, que intervienen y emergen de los sistemas de practicas matematicas en distintos
contextos de uso. Un objeto matematico, como la derivada, puede tener varias configuraciones

epistémicas las cuales a su vez llevan asociadas un significado parcial distinto para dicho objeto
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matematico (Font y Godino, 2006). El significado es aqui entendido en términos sistémico-
pragmaticos, esto es, como el sistemas de practicas que se ponen en juego para resolver un
determinado tipo de situaciones-problemas.

Los sistemas de practicas en los cuales se activan las configuraciones CE; a la CEg, se
denominan “primarios”. Las configuraciones activadas en dichos sistemas primarios tienen un
caracter extensivo en tanto que se resuelven ciertos tipos de situaciones-problema con métodos y
procedimientos particulares.

Las configuraciones CE;, CE; y CEs pueden considerarse similares, puesto que activan
significados parciales semejantes para la derivada. Por esta razon se pueden agrupar para dar origen
a un sistema de practicas mas “genérico”, en el que se abordan situaciones-problema sobre
tangentes, denominado Tangentes.

Analogamente, las configuraciones CE, y CE, pueden agruparse en un nuevo sistema de
practicas mas general, con su respectiva configuracion asociada, la cual denominamos Variacion,
Velocidades. La configuracion CEs la hemos denominado Mé&ximos y Minimos.

Posteriormente Newton, con base en la configuracion subyacente al sistema de practicas
Variacion-Velocidades, desarrolla un nuevo sistema de practicas de la derivada como fluxion, en la
cual se activa una configuracion méas general (CE-) en la que los nuevos procedimientos, lenguajes,
conceptos, definiciones, proposiciones y argumentos, se aplican para resolver situaciones-problema
caracteristicos de los sistemas de practicas Tangentes, Maximos y Minimos, y Variacion-
Velocidades.

Del mismo modo Leibniz, con base en la configuracion asociada al sistema de précticas
Tangentes, desarrolla un nuevo sistema de précticas de la derivada como cociente de diferenciales
en el que se activa una configuracion mas general (CEg). Esta configuracion se utiliza para la
resolucion de situaciones-problema caracteristicos de los sistemas de practicas sobre Tangentes y
sobre Maximos y Minimos.

Finalmente, matematicos tales como Euler, Cauchy, Bolzano, Taylor, Lagrange y Weierstrass,
quienes sucedieron a Newton y Leibniz, tomaron como base sus desarrollos (CE; y CEg) para
generar un nuevo sistema de practicas de caracter “formal” para la derivada como limite del cociente
de incrementos. A este sistema de practicas se le asocia una configuracion (CEg) que constituye la

formalizacion de la derivada. Los objetos matematicos primarios que componen CEg se aplican para
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la resolucién de problemas propios de los sistemas de practicas designados con los términos
Tangentes, Variacion-Velocidades y Maximos y Minimos.

La consideracion conjunta de los elementos y sus relaciones, ilustrados en el esquema de la
Figura 2, conforma primordialmente, el significado holistico de la derivada. No obstante, el
significado global de la derivada quedaria incompleto si no se consideran las distintas
generalizaciones que histéricamente ha experimentado dicho objeto matematico tales como derivada

parcial, direccional, de Carathéodory, de Fréchet, de Gateaux, entre otras.

Criterios de idoneidad epistémica para el estudio de la derivada

A partir de la reconstruccion del significado global de la derivada, y de las investigaciones que
se han realizado en el campo de la didactica de las matematicas sobre aspectos de la ensefianza y
aprendizaje de la derivada, es posible proponer criterios que permitan analizar y caracterizar los
significados de la derivada pretendidos en el curriculo de bachillerato. A partir de dicha
caracterizacion es posible emitir juicios de valoracién sobre la idoneidad epistémica de los
significados de la derivada en el curriculo de dicho nivel.

A continuacion describimos cuatro criterios que proponemos para el anélisis de la idoneidad
epistémica de los significados curriculares de la derivada. No obstante cabe sefialar que dichos
criterios son generales y pueden ser utilizados para el anélisis de la idoneidad epistémica de un
topico matematico cualquiera. Para cada uno de los cuatro criterios “genéricos”, proponemos
subcriterios que estan relacionados con el topico matematico en estudio.

I. Representatividad de los campos de problemas propuestos.

La eleccion de tareas matematicas que pongan en juego los objetos y significados matematicos
es crucial para promover aprendizajes significativos. Para Freudenthal: “[La mateméatica como una
actividad humana] es una actividad de resolucién de problemas, de buscar problemas, pero es
también una actividad de organizacion de una disciplina...” (Freudenthal, 1971, pp.413-414).

Los significados de un objetos matematico estan ligados a los sistemas de préacticas realizadas
para resolver un determinado tipo de problemas, estos problemas deben ser representativos del
campo correspondiente, a fin de que los significados que se propongan a los estudiantes sean
representativos del significado global del objeto en cuestion.

Para el caso de la derivada, los campos de problemas (CP) que identificamos a partir del

estudio historico se pueden resumir en los siguientes:
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a) CP1: célculo de tangentes

b) CP2: célculo de tasas instantaneas de cambio.

c) CP3: célculo de tasas instantaneas de variacion.

d) CP4: aplicacion de la derivada para el calculo de maximos y minimos, analisis

de gréficas de funciones, etc.

Un tultimo campo de problemas surge a partir de como los libros abordan algunos “problemas”
sobre célculo de derivadas de funciones, en los que basta aplicar algunas reglas o proposiciones para
su resolucion. Esto trasciende el componente algebraizado del Calculo. Asi el quinto campo de
problemas que consideraremos es:

e) CP5: Calculo de derivadas a partir de reglas y teoremas de derivacion.

I1. Tipo de representaciones activadas en el planteamiento y solucion de las tareas.

Durante el proceso de analisis de la idoneidad epistémica es necesario considerar los distintos
lenguajes utilizados para referir a los diferentes tipos de objetos matematicos, asi como los
tratamientos y conversiones entre los mismos. De acuerdo con Font (1999), existen tres

subprocesos, relacionados con los elementos linglisticos, que intervienen en el calculo de la funcion

derivada:
a) Traducciones y conversiones entre las distintas formas de representar f (x);
b) El paso de una representacion de f(x) a una forma de representacion de
frx)ry
C) Traducciones y conversiones entre las distintas formas de representar f'(x).

Asi, consideraremos los diferentes tipos de representaciones activadas en estos tres
subprocesos: descripcion verbal, grafica, formula (simbdlica) y tabular; esto tanto para la funcion

como para su derivada.

I11. Representatividad de los elementos regulativos y argumentativos

A partir de los elementos linguisticos identificados con el criterio anterior, se hace posible la
identificacion de definiciones, proposiciones, procedimientos y argumentos propuestos tanto en los
Planes de Estudio como en libros de texto de bachillerato sobre derivadas. Estos elementos deberan
de ser representativos de los elementos correspondientes en los diversos significados parciales que

componen el significado holistico de la derivada.
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IV. Conocimientos previos a la introduccién de la derivada

Este criterio se refiere a la enumeracion, presentacion y relacion entre los conocimientos
previos a la presentacion de la derivada, que se formulan tanto en los libros de texto como en el Plan
de Estudios de calculo diferencial. En este sentido, para el andlisis de este tercer criterio,
enumeramos los conocimientos centrales previos, tal como aparecen tanto en los libros texto como
en los Planes de Estudio de célculo diferencial. La valoracion de la pertinencia se hace con base en
el analisis epistémico-histérico del objeto en estudio, la derivada, y en el uso posterior que los

autores de los textos dan a estos conocimientos previos presentados.

V. Representatividad de los significados institucionales pretendidos (o implementados)
respecto del significado global de referencia.

Una de las tareas que son propias del maestro es el disefio instruccional, en la cual se
involucran diversos aspectos tales como los epistémicos (contenidos), los cognitivos o los
instruccionales. EI conjunto de contenidos matematicos que se proponen en el Plan de Estudios y en
los textos, corresponden a una eleccion por parte de la institucién: el curriculo pretendido. Esos
contenidos matematicos y los significados conferidos a estos en los textos representan a los
significados institucionales de referencia.

Para que la instruccién sea epistémicamente idonea, este conjunto de objetos y significados
institucionales de referencia deben representar al significado global de la derivada. El énfasis en
determinados significados y objetos matematicos, y el desconocimiento de otros puede resultar en
un cubrimiento epistémico parcializado que puede afectar la idoneidad del proceso de instruccion.

Es importante sefialar que, aunque el significado de un objeto matematico esta en funcion del
campo de problemas en el que se utiliza, en el &mbito institucional muchas veces se utiliza un objeto
matematico en un sentido distinto al campo de problemas en el que se activa. Por ejemplo, algunos
libros de texto introducen la derivada utilizando problemas sobre velocidades pero aplicando la
derivada en su acepcion de tasa instantanea de variacion (limite del cociente de incrementos).

Los cinco criterios de idoneidad epistémica mencionados se operativizan en el siguiente
apartado en el que, ademas de describir las configuraciones de objetos y procesos subyacentes a los
sistemas de préacticas de los Planes de Estudio y los libros de texto, realizamos el andlisis de la

idoneidad epistémica de los significados curriculares sobre la derivada (Tablas IV y V).
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Significado epistémico de la derivada en el curriculo de bachillerato

Entre las cuestiones que surgen cuando se ha logrado la construccion del significado global de
referencia de la derivada, destacamos las siguientes:

o ¢Cudles son los significados de la derivada que actualmente se pretende en el curriculo de
matematicas de bachillerato?

o ¢Cudl es el significado de la derivada propuesto en los Planes de Estudio de célculo
diferencial de nivel bachillerato?

o ¢Como se organizan tales significados en los libros de texto?

o ¢Los significados pretendidos tanto en los libros como en los Planes de Estudio de célculo
diferencial, son representativos del significado global de la derivada?

Para responder a estas cuestiones, tomaremos como ejemplo el curriculo de matematicas del
sistema de bachillerato de México y analizaremos los significados pretendidos en dicha propuesta
curricular. Asi mismo, revisamos una muestra de libros de texto de célculo diferencial de dicho nivel
educativo. El analisis conjunto del Plan de Estudios de calculo diferencial y de los libros de texto,
permite indagar como se aborda la derivada en el curriculo de bachillerato mexicano.

La derivada en el Plan de Estudios de bachillerato en México

Hasta hace poco, el bachillerato o la Educacion Media Superior (EMS) en México, estaba
conformada por alrededor de 25 subsistemas con estructuras y formas de organizacion diversas, que
operaban de manera independiente, sin correspondencia con un panorama general articulado, con
poca comunicacion y complementacion entre ellos. Sin embargo, en la actualidad, la Secretaria de
Educacion Publica (SEP)?, atendiendo a esta desestructuracién ha implementado una Reforma
Integral de la Educacion Media Superior cuya propuesta esta centrada en tres principios basicos: 1)
Reconocimiento universal de todas las modalidades y subsistemas del bachillerato; 2) Pertinencia y
relevancia de los Planes de Estudio; y 3) Transito entre subsistemas y escuelas.

Sin embargo, aun persisten subsistemas como los bachilleratos asociados a Universidades
Autoénomas o los bachilleratos estatales, que “sobreviven” intactos a dicha Reforma. A continuacion
analizamos el curriculo tanto para el bachillerato propuesto por la Reforma Integral de la Educacion

Media Superior (SEP, 2010) como el curriculo para bachillerato asociado a la Universidad

® La Secretaria de Educacién Piblica (SEP) es el organismo de gobierno encargado de regular las politicas que rigen el Sistema
Educativo en México. La SEP a través de la Subsecretaria de Educacion Media Superior cred la Reforma Integral de la
Educacion Media Superior (RIEMS) con la cual se organiza y estructura el curriculo del nivel medio superior.
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Auténoma de Yucatan (UADY, s.f.). El andlisis se hard sobre los significados de la derivada
pretendidos en dichas propuestas curriculares.

TABLA 1. DISTRIBUCION DE LOS CONTENIDOS DE APRENDIZAJE DE CALCULO DIFERENCIAL SEGUN LA
REFORMA INTEGRAL

“Argumentas el estudio del calculo mediante el anélisis de su evolucion, sus modelos matematicos y su

Elogue 1 relacion con hechos reales”
Este bloque pretende que los estudiantes se ubiquen y conozcan los antecedentes
Propdsito histéricos de esta rama de las matematicas y cdmo su nacimiento ha contribuido a los
avances de la humanidad
Contenidos e Evolucidn del Célculo
especificos e Modelos matematicos: un acercamiento a maximos y minimos
Blogue 2 “Resuelves problemas de limites en situaciones de caracter economico, administrativo, natural y social”
Este bloque busca que los estudiantes resuelvan problemas sobre limites en diversas
Proposito ciencias, mediante el andlisis de tablas, gréficas y aplicacion de las propiedades de
los limites.
Contenidos e Los !l'mites: su int_erpretacién en una tabla y en una grafica, y su aplicacién en
e funciones algebraicas.
especificos , L . .
El calculo de limites en funciones algebraicas y trascendentes.
Bloque 3 “Calculas, interpreta.s y ana}izas razones Fle cambio en fen()men,os naturalles, soc.iales, economicos,
administrativos, en la agricultura, en la ganaderia y en la industria”
Propésito En fes,_tg bloque se estudia Ia_ razén de (_:ambio pro_rpedio e i,ns_tanténea, el_cambio de
posicion de un objeto en el tiempo y la interpretacion geométrica de la derivada.
Contenidos e Lavariacion de un fendmeno a través del tiempo.
especificos e Lavelocidad, la rapidez y la aceleracion de un movil en un periodo de tiempo.
Bloque 4 “Calculas e interpretas maximos y minimos so.b,re .los fenémenos que han.cambiado en el tiempo de la
produccion, produccion industrial o agropecuaria”
En este bloque se trabaja la obtencién de maximos y minimos absolutos y relativos y
Proposito cémo ellos influyen en el éxito o fracaso de las producciones empresariales,
industriales, agricolas y en el comportamiento de los fendmenos naturales.
Contenidos e  Producciones, maximos y minimos.
especificos e Variaciones en las producciones, maximos y minimos relativos.

En relacion con el “calculo diferencial”, 1a Reforma Integral propone: 1) “analizar cualitativa
y cuantitativamente la razon de cambio instantaneo y promedio, lo que permitira dar soluciones a
problemas del contexto real del estudiante al facilitarle la formulacion de modelos matematicos de
problemas financieros, econdomicos, quimicos, ecologicos, fisicos y geométricos”; 2) “la resolucion
de problemas de optimizacion”. Para esto, se distribuye en cuatro bloques los contenidos u objetos
de aprendizaje de la asignatura célculo diferencial (Tabla I).

El Bloque 1 motiva el estudio del calculo diferencial “...mediante el analisis de su evolucion,
sus modelos matematicos y su relacion con hechos reales”, (SEP, 2010, p.11). Luego se introduce el
concepto de limite (Bloque 2), para posteriormente definir la derivada como razén de cambio
(Blogque 3). Finalmente en el Bloque 4 se estudian situaciones interdisciplinares que involucran el

calculo de maximos y minimos.
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Los problemas son contextualizados (agricultura, economia, industria, administracion, etc.)
para introducir nuevos objetos de aprendizaje o aplicar los objetos de aprendizaje ya introducidos.

Entre los elementos linglisticos destacan las diversas representaciones para los limites y
funciones (tabular, grafica y simbolica) y para la derivada (verbal, grafico y simbélico).

Respecto a los conceptos/definiciones, la propuesta curricular resalta algunos, tales como los
de funcién (algebraica y trascendente), limite, derivada (como razon de cambio), razén de cambio
promedio e instantanea, velocidad, rapidez, aceleracion y maximos y minimos.

Entre las proposiciones se consideran las propiedades y reglas para el calculo de limites; no se
mencionan las propiedades y reglas para el célculo de razones de cambio. El célculo de: limites,
razones de cambio, maximos y minimos y la aplicacion de estos célculos a la resoluciéon de
problemas contextualizados, son algunos de los procedimientos que se proponen en esta propuesta
curricular.

Los propositos establecidos por esta reforma, se inician con la justificacion del estudio del
calculo, y la resolucion de problemas extra matematicos, de caracter aplicativo, mediante el uso de
los conceptos de limite y derivada. Utiliza para ello la derivada en su acepcion de cambio promedio
instantaneo, cambio de posicidn y la interpretacion de la derivada, hasta la “obtencién” de maximos
y minimos.

Por su parte, la propuesta curricular del bachillerato de la Universidad Autonoma de Yucatan
(UADY, Tabla II), tiene como propdsito: “Aplicar el concepto de la funcion derivada de funciones
algebraicas y trascendentes, a traves de estrategias que incentiven la reflexion y analisis, en la
resolucion de problemas de la vida cotidiana para desarrollar el razonamiento Idgico y analitico de
los alumnos” (UADY, s.f., p. 4).

Es posible observar en la Tabla Il, que la propuesta curricular del bachillerato asociado a la
Universidad Autonoma de Yucatan introduce el concepto de limite y sus propiedades (Unidad 1),
posteriormente define la derivada como pendiente de la recta tangente y provee los teoremas y
reglas de derivacion (Unidad 2), finalmente la Unidad 3 se orienta a la aplicacion de la derivada para
el célculo de extremos y razones de cambio, y para analizar las gréaficas de funciones.

En cuanto a los elementos linglisticos se aprecia la preponderancia del lenguaje simbolico
(definicion e-6 de limite) y grafico (interpretaciones geomeétricas para el limite y para la derivada,

asi como la graficacion de funciones). Entre los conceptos centrales se encuentran: funcion
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(algebraica y trascendente), limite (indeterminados, unilaterales, al infinito, infinitos); continuidad,
derivada (como pendiente de la recta tangente), regla de la cadena, derivadas de orden superior, etc.

Respecto a las proposiciones, se consideran los teoremas sobre limites, las formulas de
derivacion, los criterios de la primera y segunda derivada para la determinacion de extremos, el
teorema del valor extremo, criterios para determinar concavidades y crecimiento o decrecimiento en
las funciones.

Entre los procedimientos que se prevén se encuentran el calculo de limites y su aplicacién a la
determinacion de la continuidad de funciones, el calculo de derivadas mediante el uso de las reglas
de derivacion, y el calculo de tangentes, normales, razones de cambio y maximos y minimos.

Si bien se mencionan “problemas de la vida real”, no queda claro si dichos problemas se
proponen para: introducir objetos matematicos nuevos, ejemplificar la inclusion de nuevos objetos
matematicos o la aplicacion de objetos matematicos previamente introducidos.

Es posible observar en las Tablas | y Il, que ambas propuestas curriculares se asemejan en la
organizacion de los temas de estudio; introducen primeramente el concepto de limite para
posteriormente usarlo para definir al objeto derivada.

Sin embargo, ambas propuestas destacan significados distintos para la derivada. Por ejemplo,
la propuesta de la Reforma Integral (Tabla 1), acentla la derivada interpretada como razon de
cambio (Bloque 3) y propone précticas matematicas en las que la derivada se interpreta como un
méaximo o un minimo (Bloques 1 y 4). En esta propuesta curricular la interpretacion de la derivada
como la pendiente de la recta tangente a una curva, parece tener un papel secundario, puesto que
aunqgue se contempla el estudio de la interpretacion geométrica de la derivada (Tabla I, Bloque 3),
no se hacen explicitos contenidos especificos que acentlen dicha interpretacion de la derivada.

Por su parte, en la propuesta curricular de la UADY, se resalta la interpretacién geométrica de
la derivada (Tabla Il, Unidad I1). Se define la funcién derivada mediante el concepto de limite, se
dan las reglas de derivacion, se utiliza la derivada para encontrar maximos y minimos, y se estudian

las razones de cambio.
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TABLA 11 DISTRIBUCION DE LOS CONTENIDOS DE APRENDIZAJE DE CALCULO DIFERENCIAL SEGUN LA UADY

Unidad 1 “Limites y continuidad”
Manejar el concepto de limite de una funcién algebraica a través de su
Proposito interpretacion intuitiva y geométrica, para su célculo y posterior aplicacion en la
continuidad y la derivada de una funcion.
e Concepto intuitivo de limite de una funcién
e  Definicién formal de limite de una funcién (épsilon-delta)
e  Teoremas sobre limites de funciones
e Limites aparentemente indeterminados
Contenidos e Limites unilaterales
especificos e Limites al infinito
e Limites infinitos
e Concepto de funcién continua
e  Continuidad de una funcién en un punto
e Continuidad de una funcién en un intervalo
Unidad 2 “La funcion derivada”
Conocer el concepto derivada y ejecutar su calculo a través de su interpretacién
Proposito geométrica y de las formulas basicas de derivacion, para desarrollar el razonamiento
légico y analitico de los alumnos en la solucion de los problemas.
e Motivacion: Pendiente de la tangente a una curva en un punto
e Obtencidn de las ecuaciones de las rectas tangente y normal a una curva en un
punto
e  Definicién de la derivada de una funcion
Contenidos e  Formulas de derivacién
especificos e Derivacion de funciones algebraicas
e Derivacion de funciones compuestas, regla de la cadena
e Derivacion de funciones trascendentes
e Derivacion implicita
e Derivadas de orden superior
Unidad 3 “Aplicaciones de la derivada”
Aplicar los conceptos de derivadas de funciones algebraicas y trascendentes, a
Proposito través de estrategias que incentiven la reflexion y andlisis, en la resolucion de
problemas de la vida cotidiana para desarrollar el razonamiento logico y analitico.
e Tangentes y normales a la curva
e  Graficacion de las funciones
v' Teorema del valor extremo
. v Funciones crecientes y decrecientes
Contenidos v Criterio de la primera derivada para valores extremos relativos
especificos

v' Concavidad y puntos de inflexion

v' Criterio de la segunda derivada para valores extremos relativos
e  Problemas de méaximos y minimos
e Razbn de cambio

Andlisis de la derivada en libros de texto de bachillerato

Para nuestro estudio se analizaron una muestra de libros de texto (Tabla I1l) sugeridos en las

propuestas curriculares, del nivel bachillerato. Sin embargo, por motivos de espacio, presentamos el

analisis detallado de dos de ellos (libros 1 y 7). Nos centramos en el analisis de las practicas

matematicas propuestas en dichos libros de texto, en los capitulos dedicados al estudio de la

derivada.
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Para efectuar el analisis se utiliza la nocion de configuracion epistémica (Godino y Font,
2006) la cual permite identificar y describir sisteméaticamente los objetos matematicos primarios
(problemas, elementos linglisticos, conceptos, proposiciones, procedimientos y argumentos) que se

ponen en juego en la solucidn de las practicas matematicas propuestas.

TABLA ITI. LIBROS DE TEXTO SUGERIDOS EN LA PROPUESTA CURRICULAR DE BACHILLERATO

Libros de bachillerato
Martinez de G., Mayra et al. (2009). Calculo diferencial e integral. México: Santillana
Stewart, H., et al. (2010). Introduccidn al calculo. México: Thompson
Thomas, G. (2006). Calculo. Una variable. México: Pearson Educacion.
Purcell, E., Varberg, D., y Rigdon, S. (2007). Calculo diferencial e integral. México: Pearson
Educacion.
Simmons, G.F. (2002). Calculo y Geometria analitica. Madrid: McGraw-Hill.
Ayres, F., y Mendelson, E. (1991). Calculo diferencial e integral. Espafia: McGraw-Hill.
Quijano, M. y Navarrete, C. (2003). Calculo diferencial. México: UADY.
Salazar, L., Bahena, H., y Vega, F. (2007). Calculo Diferencial. México: Grupo Editorial Patria.

O N|O|O1| B~ (WIN|F-

Configuraciones epistémicas asociadas a las practicas propuestas en los libros de texto de
bachillerato

Libro 1

Este libro contempla dos unidades didacticas para el estudio de la derivada. La primera se
orienta a la presentacion y definicidn del objeto, y la segunda se orienta a la aplicacién del mismo.
Se abordan cuatro tipos de situaciones/problemas: 1) problemas introductorios contextualizados que
ayudan a definir conceptos y propiedades; 2) problemas (resueltos) que refuerzan y ejemplifican el
uso de los conceptos y propiedades introducidos; 3) problemas contextualizados y no
contextualizados para la aplicacion de los objetos matematicos introducidos; y 4) demostraciones de
algunos teoremas para derivar funciones.

Se introducen conceptos/definiciones tales como los de velocidad, velocidad promedio,
velocidad instantanea, la derivada en un punto como velocidad instantdnea y como pendiente de la
recta tangente en un punto, funcién derivada definida como el limite del cociente de incrementos y
derivadas de orden superior. Los conceptos de funcion, limites y continuidad de una funcion, son
considerados conocimientos previos.

Entre las propiedades/proposiciones que se introducen, podemos sefialar los teoremas para
derivacion de funciones, criterios para identificar la derivabilidad de funciones, criterios para el
analisis de graficas de funciones (crecimiento o decrecimiento, extremos, concavidades,...), regla de

la cadena, teorema del valor medio para la derivada, teorema de Fermat y teorema de Rolle.
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Tanto los conceptos como las proposiciones se entrelazan en los procedimientos los cuales
consisten basicamente en el calculo de velocidades promedio, tiempos y distancias a partir de la
relacién v=d/t y su interpretacion como pendiente de la rectas secantes; calculo de la derivada de
funciones en puntos especificos, calculo de la derivada de funciones mediante las reglas para
derivar, graficacion de la funcion derivada, calculo de la derivada de segundo orden, derivacion de
funciones compuestas, analisis de gréaficas de funciones con base en los criterios de derivadas,
calculo de maximos y minimos, célculo de tangentes y normales, y demostracion de teoremas para
derivar funciones. Dichos procedimientos, a su vez, dan cuenta de elementos lingisticos: lenguaje
verbal (natural), simbdlico y grafico. Se nota la ausencia de lenguaje tabular.

Como argumentos podemos sefialar las justificaciones dadas a la inclusion de
conceptos/definiciones o proposiciones, ejemplificacion y explicaciones de técnicas a seguir, y del
uso de conceptos/definiciones y proposiciones. Ademas en la resolucién de los distintos problemas
se hace necesario argumentaciones deductivas y gréafico-visuales.

Una de las caracteristicas importantes de este texto es el uso de situaciones/problema
particulares para definir o presentar conceptos, propiedades o reglas. En cuanto al significado
institucional pretendido, predomina la derivada como velocidad instantdnea y como pendiente de la
recta tangente. Sin embargo, dichas acepciones de la derivada se logran a partir de la definicion de la
derivada como tasa instantanea de variacion (limite del cociente de incrementos).

Libro 7

El libro de Quijano y Navarrete (2003) consta de tres unidades. La primera dedicada al estudio
de los limites y continuidades de funciones. La segunda unidad se dedica al estudio de la funcion
derivada y la tercera a las aplicaciones de la derivada. A lo largo de dichas unidades se abordan
cuatro tipos de situaciones/problemas: 1) problemas contextualizados para introducir o definir
conceptos y propiedades; 2) problemas (resueltos) no contextualizados que refuerzan y ejemplifican
el uso de conceptos y propiedades introducidos; 3) problemas contextualizados y no
contextualizados para la aplicacion de los objetos matematicos introducidos; y 4) demostraciones de
algunos teoremas para derivar funciones. Asi mismo, el libro hace uso de elementos linguisticos
tales como el lenguaje natural (verbal) con el cual se introducen los nuevos conceptos, reglas y
propiedades. Se distingue el predominio del lenguaje simbolico el cual se intenta vincular con los

elementos gréaficos para la presentacion de algunas definiciones y proposiciones.
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Por su parte, los procedimientos dan cuenta del uso predominante de los lenguajes simbolico y
grafico para el célculo de: 1) derivadas mediante su definicion como limite del cociente de
incrementos y las reglas para derivar; 2) tangentes, normales, maximos y minimos, puntos de
inflexion; 3) uso de la derivada en el analisis de gréaficas de funciones; y 4) uso de la definicion de la
derivada como limite del cociente de incrementos para demostrar algunos teoremas de derivacion de
funciones.

Respecto a los conceptos/definiciones, se consideran como previos los de funcion, limites y
continuidad. Como emergentes podemos mencionar los de velocidad promedio, velocidad
instantanea, la derivada en un punto como razon instantanea de cambio, la funcion derivada definida
como el limite del cociente de incrementos, derivadas de orden superior y derivacion implicita.

Las proposiciones introducidas a lo largo de las tres unidades dedicadas al estudio de la
derivada son los teoremas o reglas para la derivacion de funciones, criterios para identificar la
derivabilidad de funciones, criterios para el analisis de graficas de funciones (crecimiento o
decrecimiento, extremos, concavidades,...) y regla de la cadena. En cuanto a los argumentos
destacan las justificaciones dadas a la inclusion de conceptos y proposiciones, la ejemplificacion y
explicaciones de las técnicas a seguir y del uso de conceptos y proposiciones. Ademas en la
resolucion de los problemas se requiere el uso de argumentaciones deductivas y grafico-visuales.

En este libro, se observa un predominio del uso de la derivada como razon instantanea de
cambio. No obstante dicho significado se alcanza a partir de la definicion de la derivada como tasa
instantanea de variacién. Otros significados, tal como la derivada en un punto como pendiente de la
recta tangente, son considerados como aplicaciones, y su estudio se realiza en la unidad tres.

Finalmente el libro de Quijano y Navarrete (2003), propone introducir conceptos, definiciones,
reglas generales y proposiciones a partir de ejemplos concretos o situaciones particulares que
justifican su inclusién, lo cual no siempre se logra. Las Tablas IV y V presentan un resumen del

analisis de la idoneidad de los significados pretendidos en los libros 1y 7.

140 PARADIGMA, VOL. XXXIV, N° 2; Diciembre de 2013 / 123 - 150



Idoneidad epistémica del significado de la derivada en el curriculo de bachillerato

TABLA 1V. CAMPOS DE PROBLEMAS Y REPRESENTACIONES ACTIVADAS EN DICHOS CAMPOS DE LOS LIBROS 1 Y 7

Representaciones para f(x) y f(x)

fCx)

™
=
N

Campo de Problemas (CP) mergentes

Previas

Verbal
Grafica
Simbélica
Tabular
Verbal
Gréfica
Simbdlica
Tabular

Verbal

[N

Grafica

F®) [Simbélica

(BN
~ [~

Tabular

CP1: Sobre Tangentes Verbal

Grafica

F'®) Simbélica

Tabular

Verbal

Grafica

F®) FSimbélica 1

Tabular

CP2: Razén instantanea de cambio
Verbal

Grafica

F'®) Simbélica

Tabular

Verbal

Gréfica 1

F&) Simbélica 1 111

CP3: Tasa instantanea de variacién Tabular

(limite del cociente de incrementos). Verbal

Gréfica

F'() Simbolica

Tabular

Verbal

Gréfica

F®) FSimbélica 17 17|17

INIENIENIEN
[EEY

CP4: Aplicaciones de la derivada (Mé&ximos y Tabular

Minimos, analisis de graficas de funciones, ...) Verbal

Gréfica

F'®) Simbslica

Tabular

Verbal

Gréfica

F®) FSimbslica | 7 117 [ 1.7 17|17

CP5: Célculo de derivadas a partir de reglas y Tabular

teoremas de derivacion Verbal

Gréfica

F'() Simbolica

Tabular

La Tabla IV muestra el tipo de problemas contemplados en los libros de texto asi como las
representaciones que se activan tanto en su planteamiento como en su solucién. Asi, por ejemplo, la

celda sombreada en gris que contiene el cddigo 1,7, indica que en los libros 1 y 7 se contemplan
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problemas sobre el calculo de tangentes en los que se requiere que el estudiante obtenga, a partir de

la expresion simbolica de la funcidn, una expresion simbolica para la derivada de dicha funcion.

De esta forma, se aprecia como las entradas en la Tabla IV estan distribuidas en tan solo
algunas casillas. Si bien es cierto que los libros estudiados proponen varios sistemas de
representacion también lo es que el vinculo entre ellos, la funcion y su derivada estan escasamente
usados en ambos textos. Se reconoce la dificultad de disefiar actividades matematicas que, en
conjunto, utilicen todas las posibles relaciones exhibidas en la tabla; el énfasis en tan s6lo algunas
puede afectar la atribucion de significados, olvidando algunos y reforzando otros. Reconocer tales
énfasis es importante en tanto que:

o La institucion escolar puede proponer un cubrimiento mas completo de significados y de
formas de representacion.

o El maestro puede tomar conciencia de la distribucion no homogénea de significados y disefiar
actividades matematicas que resalten algunos vinculos.

o Los estudiantes tendran acceso a una oferta mas amplia de significados, modos de
representacion y vinculos entre ellos que puede ayudar a configurar una vision un poco mas
holistica del tema bajo estudio.

Por su parte, en la Tabla V, se aprecia el énfasis en el significado parcial de la “derivada como
limite” (Figura 2) en cinco campos de problemas: CP1, CP2, CP3, CP4 y CPS5. Tal énfasis no es
sorprendente en tanto que en la seccion 3 se indicd como las configuraciones primarias han dado
paso a la configuracion CE9, que es mayoritariamente usada en los cursos de Calculo. El significado
de la derivada manifestado en esta Gltima configuracion se fundamenta en el uso del limite del

cociente de incrementos.
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Tabla V. Significados parciales de la derivada identificados en los libros 1y 7

Campos de problemas

Significados parciales
CP1 | CP2 | CP3 | CP4 | CP5

CEL: Trazado de tangentes en la matematica Griega

CE2: Problemas sobre variacion en la edad media

CE3: Célculo de subtangentes y tangentes con el &lgebra

CE4: Trazado de tangentes mediante consideraciones cinematicas

CES5: Célculo de maximos y minimos mediante la idea intuitiva de limite

CES6: Calculo de tangentes y subtangentes mediante métodos infinitesimales

CE7: Calculo de fluxiones
CES8: Calculo de diferencias

CE9: Derivada como limite 1,7 | 1,7 | 1,7 | 1,7 | 1,7

Es necesario aclarar que la Tabla V propone cruzar los significados parciales para la derivada
con los campos de problemas, y en modo alguno se afirma, por ejemplo, que en la matematica

griega o medieval surjan significados asociados al célculo de derivadas a partir de reglas.

Significado de la derivada pretendido en el curriculo de bachillerato

El anélisis de la dupla <Plan de Estudios, Libros de Texto>, de célculo diferencial, ha
permitido identificar el significado de la derivada pretendido actualmente en el curriculo de
bachillerato mexicano. Por un lado, la organizacion que se hace en los Planes de Estudio de los
temas planificados para la ensefianza del calculo diferencial, evidencia que independientemente del
contexto o de los sistemas de practicas con los que se introduce la derivada, el objeto limite juega en
la actualidad un papel fundamental para su introduccion y definicién en el bachillerato. Como vimos
en la seccion 5.1, la propuesta de la Reforma Integral (Tabla I), acentla la interpretacion de la
derivada como razén de cambio, mientras que la propuesta curricular de la UADY (Tabla Il), resalta
su interpretacion geomeétrica. Sin embargo, ambas propuestas recurren a la nocién de limite, para
definir local y globalmente la derivada.

Asi mismo, tanto el Plan de Estudios de célculo diferencial propuesto por la UADY como el
propuesto por la Reforma Integral, sugieren una serie de textos que, en teoria, se adaptan a los
propdsitos educativos institucionales. Hemos analizado para este estudio, una muestra de 8 libros de
texto de calculo diferencial (4 por cada Plan de Estudios), de los cuales se ha presentado el analisis
detallado de dos de ellos (uno de cada Plan de Estudios). Como se pudo apreciar en el apartado
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5.2.1, tanto los libros 1 y 7, como los otros seis (Tabla I11), consideran como conocimientos previos
a la introduccion de la derivada: funciones, continuidad y, fundamentalmente, la nocién de limite.
En el analisis se pudo observar que las situaciones/problemas (Figura 6),
conceptos/definiciones (Figuras 3 y 5), proposiciones (Figura 4), procedimientos y argumentos que
se activan en los textos, independientemente del contexto de uso de la derivada, siempre aludian a
un mismo significado: la derivada como limite del cociente de incrementos (Tabla V). Esto se puede
distinguir, por ejemplo, en la primera definicion que plantea el libro 7 a partir de una situacién sobre

velocidades (Figura 3).

Conforme los valores de ¢ se aproximan cada vez mas a 3 los valores de v se aproximan cada
vez mas a 29.4 m/s, esto es:
v=Ilimv
t=a

La velocidad instantanea v en r=a de un objeto es el limite de la velocidad promedio v del
objeto cuando ¢ se aproxima o tiende a a.

Figura 3. Primera aproximacion a la definicion de la derivada en un punto en el contexto de la
velocidad instantanea. Libro 7

INTERPRETACION | Si la funcién y = f(x) es derivable en x, su derivada

DE LA DERIVADA flx+Ax) — f(x)
m
-0 Ax

dy ' .
b () = i
denota a la vez

1. La pendiente de la grafica de f'en x.

2. La razon instantanea de cambio de y con respecto a x.

Figura 4. Proposicion posterior a la definicion de la figura anterior. Libro 7
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La férmula para obtener la
velocidad instantdnea de un
cuerpo en el tiempo ¢ es:

d(t) - d(t,)
t_

%

Derivada en un punto

Definicién 1

v=Iim

=ty

) Si x, estd en el intervalo (g, b) del dominio de f, entonces la

derivada de fen x; se define como:

donde d(t) es la funcién que

describe el movimiento del = :
| € fl(xo): Illm f(X) f(xo.

cuerpo. e

En tal caso, f'(x,) se lee: efe prima en x,.

Si f es una funcién que describe el movimiento de un
cuerpo, es decir, x representa al tiempo y f(x) es la posicién
correspondiente, entonces f’(x) es la velocidad instanténea
en el tiempo x,.

Figura 5. Primera definicion de la derivada. Libro 1

Ejemplo

B2 El movimiento de un cuerpo estd descrito por la funcién
flx) = x*. La velocidad que tiene cuando x = 0 es:
T f(x)—d(0) :me3 -0 2

x—%y X — x—0 X

flo=

Entonces la pendiente de la tangente en el punto es 0,
que corresponde a una recta horizontal. Puesto que la tan-
gente pasa por el punto (0, 0) (figura 20), su ecuacién es:

y=0.

Figura 20. Hemos comprobado
que la tangente a esta curva
es la recta horizontal.

Figura 6. Ejemplo del cdlculo de la “velocidad instantanea”. Libro 1

El analisis realizado de los Planes de Estudio y los libros de texto de calculo diferencial de
nivel bachillerato, revela que en la actualidad el significado de la derivada pretendido en el curriculo
de bachillerato mexicano es: la derivada como limite del cociente de incrementos (Figura 7). El
analisis nos ha permitido contrastar el significado de la derivada pretendido en el curriculo de
bachillerato (Figura 7) frente al significado holistico de la derivada (Figura 2). Se evidencia que pese
a las recomendaciones realizadas desde el campo de investigacion en didactica del calculo, la
configuracién que se activa para la resolucion de problemas sobre derivadas en el proceso de

ensefianza de dicho objeto es la CE9 (Figura 2). Hay que sefialar que, como se vio en la seccién 3, la
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configuracion CE9 surge por la necesidad de fundamentar con rigor, o bien, de manera formal, el
calculo diferencial establecido sobre los trabajos de Newton y Leibniz. Tal formalizacion no
representa una necesidad primordial para los estudiantes que se enfrentan por primera vez con las

nociones del calculo diferencial.

CE9
La derivada como
limite
: ; . Aplicaciones para el analisis
Calculo de derivadas a partir P X P .
S de graficas de funciones
de teoremas de derivacion pi %
(maximos, minimos,...)
Razon Instantanea de Tasa Instantanea de
Tangentes : R
Cambio Variacion

Figura 7. Significado de la derivada pretendido en el curriculo actual de bachillerato y contextos de
uso

Los ejemplos, ejercicios y problemas propuestos en los textos, requieren mayoritariamente de
la activacion de representaciones simbolicas y graficas. Usualmente se parte o bien de la expresion
simbolica de la funcién y = f(x) para dar la expresién simbdlica y/o grafica de la primera y
segunda derivada, o bien, a partir de la representacion grafica y tabular de la funcion se piden
representaciones simbolicas o descripciones verbales para la primera y segunda derivada (Tabla IV).
La exploracion de vinculos entre las tres funciones: funcién, primera derivada y segunda derivada en
otros contextos (numérico y grafico), y con otros ordenes de gestion de las representaciones (a partir
de la primera derivada dar informacidn sobre la funcién de la cual fue obtenida o sobre la segunda
derivada, etc.) no son nuMerosos.

Orton (1983) sefiala que una aproximacion inicial “informal” a los conceptos del calculo, debe
involucrar exploraciones numéricas y graficas. Por su parte Font (1999) considera que las diferentes

representaciones de los objetos matematicos y las traducciones entre ellas son un elemento
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fundamental para la comprensién y, por tanto, para la ensefianza y aprendizaje de la derivada. De
esta manera, se aborda el calculo de la funcidn derivada como un proceso en el que intervienen tres
subprocesos, en cada uno de los cuales se pueden utilizar diferentes representaciones (descripciones
verbales, simbolicas, graficas y tabulares). Lo anterior permite la ampliaciéon del “abanico” de
técnicas de calculo de la funcion derivada, lo cual a su vez favorece trascender el simple célculo de

la derivada mediante limites o mediante el uso de reglas de derivacion.

Reflexiones finales

El estudio de la idoneidad epistémica de los significados sobre la derivada que se pretenden en
el curriculo de bachillerato, es de sumo interés, puesto que una “adecuacion pobre” del significado
holistico en la ensefianza, podria obstaculizar tanto la correcta comprension del objeto por parte de
los estudiantes como por parte de los profesores en formacion inicial. Sierpinska (1990) sefiala que,
“Comprender el concepto serd concebido como el acto de captar su significado. Este acto sera
probablemente un acto de generalizacion y sintesis de significados relacionados con elementos
particulares de la ‘estructura’ del objeto (la estructura es la red de sentidos de las sentencias
consideradas). Estos significados particulares tienen que ser captados en actos de comprension” (p.
27). El criterio de “representatividad” es uno que favorece valorar la calidad matematica de la
instruccion y deberia ser considerado cuando se planean actividades matematicas. Parece claro que
la eleccion de tareas matematicas que pongan en juego los objetos y significados matematicos es
crucial para promover aprendizajes significativos.

Como sefialan Godino y Batanero (1994), los significados logrados (aprendidos) por los
estudiantes dependen fundamentalmente de los significados institucionales, concretamente, de los
significados pretendidos asociados a los sistemas de practicas planificados para un proceso
particular de instruccién, asi como de los significados efectivamente implementados en dicha
instruccion y de los evaluados.

Ademas, el profesor, como parte de la institucion escolar, debe recurrir, para la eleccién de los
significados pretendidos, a los significados de referencia. “En una institucion de enseflanza concreta
este significado de referencia sera una parte del significado holistico del objeto matematico. La
determinacion de dicho significado global [u holistico] requiere realizar un estudio histérico-
epistemoldgico sobre el origen y evolucion del objeto en cuestion, asi como tener en cuenta la
diversidad de contextos [sistemas de practicas] de uso donde se pone en juego dicho objeto”

(Godino y Font, 2007, p. 2).
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En este sentido diversos investigadores (Tall, 2009; Doorman y van Maanen, 2008) sugieren
que la ensefianza de la derivada deberia considerar otros métodos que conserven los vinculos con la
historia del célculo diferencial, lo que favoreceria que los estudiantes desarrollen el pensamiento
matematico, comprendan el significado holistico de un objeto matematico y, en particular, daria
sentido a la simbologia de Leibniz que prevalece en la actualidad.

En el presente trabajo de investigacion, hemos propuesto criterios o pautas para determinar la
idoneidad de los significados de la derivada pretendidos en el curriculo de bachillerato. Nuestra
hipdtesis es que si las instituciones educativas, apoyadas en los desarrollos de las investigaciones en
el campo de la Matematica Educativa, logran disefiar un curriculo idoneo respecto a los significados
de los objetos matematicos, ello facilitaria que los profesores de matematicas logren disefiar e
implementar procesos de instruccion idoneos.

Cabe sefialar que hemos asumido el curriculo como la fusion de dos aspectos clave en la
ensefianza, por un lado el Plan de Estudios, de célculo diferencial en nuestro caso, y por otro los
libros de texto que son esenciales para la planeacion de los procesos de instruccion. El anélisis que
hemos realizado evidencia que el enfoque moderno del calculo diferencial se basa
fundamentalmente en el concepto de limite. Asi, se hace necesario efectuar investigaciones
curriculares que centren su atencion en la adecuacion de los significados pretendidos respecto del
significado holistico de la derivada (Pino-Fan, Godino y Font, 2011), y en general, de cualquier
tema particular.

Asi mismo, se hacen necesarias investigaciones que indaguen sobre cuestiones tales como,

- ¢Cudl es la diferencia entre el significado pretendido en el curriculo de bachillerato y el
pretendido en el curriculo de los futuros profesores de bachillerato?

- ¢Como contribuye el significado pretendido en el curriculo de los futuros profesores de
bachillerato a que los futuros profesores gestionen de forma eficaz el significado de la derivada
en sus estudiantes?

Es de interés indagar los conocimientos didactico-matematicos de los futuros profesores sobre

el objeto derivada, en particular aquellos conocimientos relacionados con las formas de vinculacion
0 asociacion que los futuros profesores establecen entre los diversos significados de dicho objeto
matematico.
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