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RESUMEN

Aplicamos la Teoria APOE y la Triada Intra, Inter y Trans para explicar el desarrollo de un esquema
de espacio vectorial. Caracterizamos los niveles de desarrollo de dicho esquema, a partir de una
descomposicion genética, como resultado de nuestro analisis tedrico, que sefiala un camino por el
cual los estudiantes pueden construir el concepto espacio vectorial. Con base en dicho analisis
tedrico disefilamos una entrevista semiestructurada para averiguar la viabilidad de las construcciones
mentales que habiamos considerado en la descomposicion genética preliminar, eligiendo las
preguntas de tal manera que permitirian obtener informacion profunda respecto al desarrollo del
esquema espacio vectorial. Este instrumento fue aplicado a los estudiantes matriculados en un
programa de Licenciatura en Matematicas. El andlisis de los resultados obtenidos con estos datos
empiricos permite refinar el analisis tedrico y presentar una caracterizacion mejorada de los niveles
de esquema del concepto espacio vectorial. Este analisis tedrico, ademéas de ser un modelo de
aprendizaje, representa una herramienta didactica que sefiala estrategias de ensefianza del concepto
espacio vectorial.

Palabras Clave: Teoria APOE, Esquema, Nivel Intra-Espacio Vectorial, Nivel Inter-Espacio
Vectorial, Nivel Trans-Espacio Vectorial.

DEVELOPMENT OF A VECTOR SPACE SCHEMA

ABSTRACT

We apply APOS theory and the Intra-Inter-Trans triad with the aim of explaining the development
of a vector space schema. We characterize the levels of the development of this schema, starting
from a genetic decomposition, which is the result of a theoretical analysis that indicates a possible
way with which students can construct the vector space concept. Based on this theoretical analysis
we designed a semi-structured interview with the purpose of verifying the viability of the mental
constructions predicted by the preliminary genetic decomposition. Interview questions were
designed in such a way as to obtain relevant information about the development of a vector space
schema. This interview was applied to a group of students majoring in mathematics. Analysis of the
results obtained from the empirical data allows a refinement of the initial theoretical analysis and a
better characterization of the levels of a vector space schema. This theoretical analysis, in addition to
being a learning model, serves as a didactic tool pointing to teaching strategies for the vector space
concept.

Key words: APOS theory, Schema, Intra-Vector Space Level, Inter-Vector Space Level, Trans-
Vector Space Level.
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Antecedentes

El concepto de espacio vectorial (EV), de gran importancia en Algebra Lineal, y
prerrequisito primordial para topicos de matematicas, de ciencias y de ingenieria, ha sido estudiado
por investigadores en diferentes paises. Se ha reportado que el discurso matematico escolar del
Algebra Lineal privilegia el tratamiento algoritmico a través de las llamadas técnicas de resolucion,
en desmedro de la comprension conceptual de nociones béasicas (Dorier y Sierpinska, 2001;
Sierpinska, Nnadozie y Oktac, 2002).

Segun Dorier (1995a; 1996; 1997, 2000) la axiomatizacion en si misma del algebra lineal no
permitié solucionar nuevos problemas, sino un acercamiento y un lenguaje mas universal utilizable
en una variedad de contextos (analisis funcional, formas cuadraticas, aritmética, geometria...). Este
acercamiento marco un nuevo nivel en la abstraccion: el concepto de EV, abstraccion de objetos ya
abstractos —vectores geométricos, n-uplas, polinomios, series, funciones...—. Este cambio de
perspectiva induce otro, sofisticado, a nivel de las operaciones mentales. De hecho, uno puede
distinguir dos fases en la construccién de ciertos conceptos: unificacion (poner juntos varios saberes
para crear un todo) y generalizacion (Dorier y Sierpinska, 2001).

Varios investigadores franceses (Dorier, 1998; Dorier, Robert, Robinet, y Rogalski, 1997)
plantean la nocion del obstaculo del formalismo. Este se manifiesta en los estudiantes que
manipulan objetos como vectores, ecuaciones, coordenadas, etc., “sumergiéndose en una avalancha
de términos nuevos, de simbolos nuevos, de definiciones nuevas, y de teoremas nuevos” (Dorier y
Sierpinska, 2001, p. 258). Estos autores concluyen que “para la mayoria de los estudiantes, el
algebra lineal es sélo un catadlogo de nociones muy abstractas que ellos no manejan™ (Dorier,
Robert, Robinet, y Rogalski, 1997, p. 116), y advierten de la dificultad para encontrar situaciones al
nivel de los estudiantes donde los conceptos del Algebra Lineal jugarian el papel de herramienta
para resolver problemas.

Un anadlisis epistemoldgico cuidadoso lleva a Dorier (1990, 1995a y 1995b) a concluir que el
concepto de EV pertenece a una clase de conceptos que €l llama unificadores y generalizadores,
porque no fueron creados para resolver problemas, sino para unificar y generalizar métodos y
conceptos ya existentes.

Otro acercamiento a la ensefianza del concepto de EV ha sido desarrollado por Harel (1987,
1989a, 1989b, 1990). Harel identifica la introduccion repentina de los conceptos abstractos del

algebra lineal y su concretizacion en modelos principalmente algebraicos, como la causa principal
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de las dificultades que los estudiantes enfrentan en su curso de &lgebra lineal. Al entrar en contacto
con estos conceptos, los estudiantes no cuentan con una minima base intuitiva y visual sobre ellos y
estan muy poco familiarizados con aquellos modelos algebraicos. Harel (1989b) aplica el “principio
de representacion multiple” para disefar secuencias de ensefianza con base en concretizaciones
geométricas y algebraicas que resultarian méas familiares a estudiantes. Harel contempla tres fases:
primero se discuten conceptos basicos de la teoria de espacios vectoriales, usando modelos
geométricos sin coordenadas; luego se introducen esos mismos conceptos usando como modelos
R, R? y R3 para llegar a establecerlos en R"; finalmente, se discuten los espacios vectoriales de
dimensién menor igual a tres pero con elementos indefinidos, por ejemplo, el espacio: W =
{A € M,(R)/ A + A* = 0}. Los estudiantes usarian las representaciones graficas ya aprendidas para
visualizar conceptos y resolver problemas.

Los investigadores Oktag, Trigueros y Vargas (2006) se propusieron estudiar la comprension
del EV por un grupo de 6 estudiantes, desde la perspectiva APOE. Los resultados de esa
investigacion muestran que los estudiantes no habian encapsulado el proceso de operacion binaria y
no se habian formado esquemas ricos del concepto EV. Ademas agregan que los estudiantes, suelen
interpretar los axiomas limitandose al cuerpo de los nUmeros reales y se corresponden con la imagen
visual que tienen de las operaciones con estos numeros.

La investigacion de Maracci (2005, 2006) se enfoca en las dificultades y los errores de
estudiantes graduados y no graduados al resolver problemas de algebra lineal, y analiza dificultades
de los estudiantes en nociones béasicas de espacios vectoriales, segln las teorias de los modelos
tacitos de Fischbein y la dualidad proceso-objeto de Sfard. Méas tarde Maracci (2008) examina
principalmente la nocién de la combinacion lineal, que considera central en el enfoque axiomatico
habitual.

En nuestra investigacion estudiamos el concepto de EV desde un punto de vista cognitivo,
utilizando el modelo del desarrollo de los esquemas cognitivos de la teoria APOE, a través de las

fases Intra, Inter y Trans (Piaget y Garcia, 1983/1989).

Teoria APOE

La teoria denominada APOE, por sus componentes esenciales o construcciones (Acciones,
Procesos, Objetos y Esquemas), es el resultado de la interpretacion de la teoria constructivista de
Piaget, y sus ideas relativas a la abstraccion reflexiva, aplicadas al estudio especifico del desarrollo

del pensamiento matematico avanzado (Dubinsky, 1991).
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APOE para esta investigacion es un marco tedrico y metodoldgico que describe y explica, a
través de construcciones y mecanismos mentales dispuestos en una descomposicion genética (DG),
la construccion de un concepto matematico en la mente de un estudiante. Ahora bien, Acciones,
Procesos, Objetos y Esquemas no ocurren en una secuencia logica simple, lineal; por el contrario,
estas construcciones pueden aparecer simultdneamente y requerir unas de otras.

Un estudiante que muestra una concepcion accion de un concepto matematico esta limitado
a realizar transformaciones reaccionando sélo a indicaciones externas que le proporcionen detalles
precisos de los pasos a dar (Asiala, Brown; DeVries; Dubinsky; Mathews y Thomas, 1996).

Si muestra una concepcion proceso del concepto, puede intuir un resultado sin tener que
realizar la totalidad de los célculos; ademas es capaz de invertir los pasos de una determinada
transformacion sin tener que volver a realizar los pasos. El estudiante percibe el proceso como una
trasformacidn interna y que controla, en vez de algo que hace como respuesta a sefiales externas.
Decimos que una accidn es interiorizada en un proceso, cuando ella puede ser realizada o imaginada
para ser ejecutada en la mente del estudiante sin necesariamente llevar a cabo cada paso especifico.
Asi también, un proceso puede generarse por el mecanismo mental coordinacién de dos o mas
procesos, el que permite establecer relaciones entre procesos, por ejemplo la coordinacion mediante
conectores l6gicos (Sanchez-Matamoros y Garcia, 2006), para determinar un nuevo proceso.

Un estudiante que muestra una concepcion objeto de un concepto matematico esta
consciente del proceso como una totalidad, aprecia que una transformacion (accion o proceso) puede
actuar sobre él, y es capaz de construir la transformacion. Entonces el proceso se ha encapsulado en
un objeto. A veces es necesario desencapsular el objeto, en el sentido de invertir un proceso, para
desde ahi usar sus propiedades y manipularlo (ver figura 1).
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Interiorizacion

Accion
OBJETOS PROCESOS
Coordinacion
Inversion

Encapsulacion
Des-encapsulacion

Figura 1. Construcciones y mecanismos mentales segun APOE (Dubinsky. 1991, p. 107)

Niveles de esquema

En la teoria APOE, un Esquema es una coleccion coherente y personal de acciones, procesos,
objetos y otros esquemas previamente construidos que son coordinados y sintetizados por el
estudiante para formar estructuras cognitivas que pueden ser evocadas para tratar una situacion
problematica determinada. Es posible que el estudiante reflexione sobre el esquema y lo transforme
como si se tratara de un objeto; en este caso se habla de la tematizacion del esquema. Asi también
un nuevo objeto puede ser asimilado por un esquema existente, obteniéndose un esquema ampliado
para incluir nuevos objetos (Roa & Oktag, 2010).

Segln Piaget y Garcia (1983, 1989), el desarrollo cognitivo de los esquemas, que lleva a la
comprensién o construccion de los conceptos, pasa por tres niveles: Intra, Inter y Trans. En el nivel
Intra los componentes del esquema que los estudiantes ponen en juego, consisten en una coleccion
de reglas o criterios para trabajar en una actividad, que incluyen casos especiales, pero sin reconocer
vinculos entre ellas; en el nivel Inter el estudiante tiene la habilidad de percibir todos los casos
diferentes en una determinada actividad y en ocasiones distinguir que estan relacionados; y en el
nivel Trans el estudiante construye la estructura o modelo con todos sus vinculos, que subyace la
actividad que esta desarrollando.

Hay pocas investigaciones que usan como marco teorico la triada anteriormente expuesta
(Clark, Cordero, Cottrill, Czarnocha, DeVries; John, Tolias y Vidakovic, 1997; McDonald, Matjews
y Strovel., 2000; Sanchez-Matamoros y Garcia, 2006). Un ejemplo es la de Trigueros (2005), que

Paradigma, Vol. XXXIII; N° 1, Junio de 2012 / 103 — 134 107



Marcela Parraguez & Asuman Oktag

describe la evolucién de los esquemas en la integracion de conceptos de calculo diferencial cuando
los estudiantes enfrentan problemas de graficacion.

La idea de utilizar APOE con énfasis en la triada para estudiar la comprensién de un
concepto matematico no es nueva. Por ejemplo, la investigacion de Baker, Cooley y Trigueros
(2000) analizé la comprensién que los estudiantes tenian de los conceptos del célculo, como ellos
los manejaban cuando resolvian problemas graficos no rutinarios, y procur6 determinar como ellos
integraron aquellos conceptos, donde presentaron mas dificultades, y como intentaron superarlas.

Como veremos a continuacion, algunos de sus objetivos se intersecan con los nuestros.

Objetivos de investigacion

Creemos que para poder superar las dificultades que enfrentan regularmente quienes ensefian
el tema de EV, primero hay que entender como se construye este concepto. Asi, nos hacemos la
siguiente pregunta general: (Como los estudiantes llegan a comprender el concepto de EV?

Para contestarla, otras preguntas particulares serviran de guia: ;Cémo podemos caracterizar
los niveles de desarrollo del esquema del concepto EV? (Qué relaciones y qué elementos
matematicos se manifiestan en cada nivel de desarrollo del esquema del concepto EV? (Cdmo
podemos caracterizar el paso de un nivel de desarrollo del esquema al siguiente? ;Qué papel juegan
algunas nociones del algebra lineal especificas para que los estudiantes logren una comprensién
profunda del concepto de EV?

Cuando decimos ‘“‘comprension profunda”, pensamos que las siguientes construcciones
estarian involucradas: interiorizar acciones; coordinar dos o0 mas procesos, de modo que los
estudiantes respondan a situaciones en las que se necesita dicha coordinacion; encapsular procesos
en objetos; hacer evolucionar los esquemas a través de la triada.

Con esta investigacion buscamos aportar un analisis cognitivo de la evolucion de uno de los
conceptos basicos del Algebra Lineal, el de EV; para ello, lo abordamos desde su definicion
matematica formal como una estructura algebraica que involucra a un grupo y a un cuerpo, ligados
por una operacion, sujetos a ciertos axiomas; sin embargo, las descripciones de aprendizaje se hacen
en téerminos cognitivos.

Basados en aquellas preguntas, nuestros objetivos generales son: caracterizar los niveles de
desarrollo del esquema Intra-EV, Inter-EV y Trans-EV; determinar relaciones y elementos
matematicos que se manifiestan en cada nivel de desarrollo de esquema; y documentar posibles

dificultades y errores de los estudiantes de pregrado, en la comprension del concepto EV.

108 Paradigma, Vol. XXXIII; N° 1, Junio de 2012 / 103 -134



Desarrollo de un esquema del concepto Espacio Vectorial

UNA Descomposicién Genética (DG) del Concepto EV Como Esquema

Tomando como antecedente el trabajo realizado por RUMEC (Research in Undergraduate
Mathematics Education Community), en Parraguez y Okta¢ (2010) presentamos una DG que modela
un posible camino mediante el cual los estudiantes pueden construir el concepto EV. En ese trabajo
describimos tanto las construcciones como los mecanismos mentales que podrian tomar lugar
cuando los estudiantes estan aprendiendo este concepto, centrandonos tanto en la coordinacion entre
la suma de vectores y la multiplicacion de un vector por un escalar, como en la relacion del esquema
EV con otros conceptos como independencia lineal y base.

De acuerdo a la DG presentada (ver figura 2), el concepto EV se puede construir como un
objeto, fundamentalmente por la relacion de tres esquemas: conjunto, operacion binaria y axioma;
a través de la coordinacion de los procesos que se derivan del objeto suma de vectores y del objeto
multiplicacién por escalar mediante la coordinacion de los procesos involucrados en las leyes

distributivas y los axiomas que van estructurando ambas operaciones. De estas construcciones

Conjunto
(Esquema)

emerge un nuevo objeto que puede ser llamado EV.
(Esquema) (Esquema)

L Aplicar O. Binaria a elementos especificos J

de un conjunto
(Accioén)

INTERJORIZACION Axiomas en
General

(Esquema)

a eltos. cualq. del conjunto
(Proceso) I

‘ Aplicar O. binaria ’

Cuerpo
Conjunto con dos
operaciones binarias
diferentes
(Objeto)

LACION

Conjunto con O. bin.

que satisface axiomas (Construido de manera

(Objeto) similar al del concepto
espacio vectorial)
Suma ltiplicacién por escalay
Conjunto con Conjunto con una Operacién
una o. binaria Binaria SOblte un cuerpo
(Objeto) (Objeto)

dinacion (mediante ley.
istributivas)

Conjunto con dos Operaciones Binarias
(una sobre un cuerpo) que satisface axiomas
(Objeto)

TRANS

INTER

Los esquemas pueden ser

Objetos, procesos, Relaciones a traves de evocados cuando sean
acciones, y subespacios, combinaciones necesarios para resolver
esquemas lineales, bases, etc... problemas. Estan

aislados. conscientes de la estructura.

Figura 2. DG del Concepto EV como Esquema (Parraguez y Oktag, 2010, p. 2115).
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Cuando distintos objetos espacio vectorial, como R"™ y M,,,,(R), se reconocen como
objetos matemaéticos que comparten la misma estructura, se construye un esquema (en el sentido de
la teoria APOE) que se considera en el nivel trans. Para llegar a ese nivel, dicho esquema evoluciona
a través de los niveles de la triada mediante la construccion de relaciones entre el objeto EV y los
esquemas, objetos, procesos y acciones relacionados con los conceptos tales como conjunto
generador, base y dimension.

En Parraguez y Oktac (2010) se describi6 la construcciéon del objeto EV. En este articulo
discutimos la evolucién del esquema EV a través de los tres niveles, Intra-EV, Inter-EV y Trans-EV.

A continuacion presentamos una caracterizacion de cada uno de los niveles de esquema EV.

Nivel INTRA-EV
Piaget y Garcia (1983, 1989) caracterizan el desarrollo de un esquema a nivel Intra del
siguiente modo:
Lo propio de este periodo es el descubrimiento de una accidn operatoria cualquiera, y la bdsqueda del
analisis de sus diversas propiedades interna o de sus consecuencias inmediatas, pero con una doble
limitacion. En primer lugar no hay coordinacién de esta preocupacion con otras en un agrupamiento

organizado; pero ademas el analisis interno de la operacién en juego se acompafia de errores que se
corregiran progresivamente, asi como de lagunas en la inferencia que de ella puedan deducirse. (p.163).

Ahora nuestra caracterizacion para este nivel se presenta como una interpretacion de esa

descripcion en el contexto del concepto EV.

En este nivel no existe conexion entre distintos objetos EV y otras nociones como
independencia/dependencia lineal y base. El estudiante puede necesitar expresiones algebraicas o

formulas para trabajar con situaciones que involucran dichos conceptos.

Ese objeto que se construye al principio puede no ser el objeto general con todas sus
propiedades y estructura, sino corresponder a instancias especificas de este concepto. Por ejemplo el

estudiante puede construir el EV R™ como un objeto, sin reconocer otros espacios vectoriales.

Consideramos que un estudiante se encuentra en un nivel de esquema INTRA-EV, cuando en
sus respuestas observamos algunos de los siguientes tipos de concepciones y argumentos: reconocer
Unicamente espacios vectoriales familiares como R™ y M,,,,, para m y n especificos; no poder

establecer relaciones entre diferentes EV, ni entre un EV y sus subespacios; para verificar que una
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estructura (IK, V,+, ©) no es EV, recurrir uno a uno a los axiomas que definen un EV, en lugar de
pensar en cual axioma puede fallar o bien usar otro tipo de resultados; no poder establecer una
relacién entre un EV vy sus bases.

Nivel INTER-EV
Piaget y Garcia (1983/1989) caracterizan el desarrollo de un esquema a nivel Inter del

siguiente modo:

Una vez comprendida la operacion inicial es posible deducir de ella las operaciones que estan implicadas,
0 de coordinarlas con otras méas o menos similares, hasta la constitucion de sistemas que involucren
ciertas transformaciones. Si bien hay aqui una situacién nueva, existen sin embargo limitaciones que
provienen del hecho de que las composiciones son restringidas, ya que solamente pueden proceder con
elementos contiguos (p.165).

Ahora nuestra caracterizacion para este nivel se presenta como una interpretacion de esa

descripcion en el contexto del concepto EV.

En este nivel, los estudiantes, dependiendo del contexto del problema, relacionan los objetos
independencia/dependencia lineal y base con el objeto EV; aunque pueden existir dificultades y la
estructura global del esquema todavia no se percibe.

Consideramos que un estudiante se encuentra en este nivel de esquema, cuando sus
argumentaciones muestran algunos de los siguientes razonamientos y concepciones ante situaciones
especificas: reconocer que todos los espacios vectoriales tienen un vector nulo, bases, dimension,
entre otros, segun la estructura correspondiente; establecer relaciones estructurales entre un EV y sus
subespacios; para verificar que (K, V,+, () no es un EV, ademéas de los axiomas, recurrir a
teoremas y propiedades de los espacios vectoriales, en sentido contrapositivo, es decir usar la
relacion: (p = q) < (@ = p) cuando es necesario; establecer relaciones entre un EV y sus bases,
reconociendo que todo vector de EV se puede escribir como combinacién lineal de los vectores de

una de sus bases.

Nivel TRANS-EV
Piaget y Garcia (1983/1989) caracterizan el desarrollo de un esquema a nivel Trans del

siguiente modo:

En funcién de lo que precede, como involucrando, ademas de las transformaciones, sintesis de ellas.
Dichas sintesis llegan a la construccidn de estructuras (p.167).
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Ahora nuestra caracterizacion para este nivel se presenta como una interpretacion de esa
descripcion en el contexto del concepto EV.

En este nivel existen estructuras o0 modelos que se pueden evocar, cuando la actividad que se
desarrolle lo requiera, porque las estructuras se conectan entre si, a través de leyes o propiedades que
entrelazan los tres conceptos fundamentales descritos en la DG —operacion binaria, conjunto y
axiomas—; entre esas leyes o propiedades podemos nombrar: leyes distributivas entre escalares y
vectores, isomorfismos de espacios vectoriales, funciones definidas en conjuntos no usuales.

Consideramos que un estudiante se encuentra en un nivel de esquema Trans-EV, cuando en
sus argumentaciones se muestran algunos de los siguientes razonamientos y concepciones:
reconocer adecuadamente todas las relaciones entre espacios vectoriales, en particular poder
establecer isomorfismos con R™ y otros espacios vectoriales; reconocer algunas relaciones entre
espacios vectoriales mediante isomorfismos, trasformaciones lineales y dimension; reconocer
adecuadamente todas las relaciones entre la estructura de un EV y las nociones del Algebra Lineal;
poder trabajar con ejemplos nuevos para él y mas complicados de espacios vectoriales que los que
suelen aparecer en los textos de Algebra Lineal; poder trabajar con espacios vectoriales no
estandares, por ejemplo, de funciones; tener pleno reconocimiento de las operaciones Suma y
Ponderacion en la estructura que forma un EV (cuerpo, conjunto de vectores, suma de vectores,
multiplicacion de un escalar por un vector), es decir, distinguir claramente cuando y como se
utilizan las diferentes operaciones del cuerpo en una situacion matematica determinada.

En este nivel el esquema que tiene el estudiante es coherente (Dubinsky, 1991, p.102), esto
es, el estudiante puede decidir si alguna situacién matematica se puede resolver o no, utilizando el
concepto de EV y sus propiedades.

Aspectos Metodoldgicos

Estudiantes participantes en la investigacion

Los participantes fueron 10 voluntarios estudiantes de la carrera de Licenciatura en
Matemética de una universidad latinoamericana: 6 de 4° semestre (cursaban Algebra Lineal 1) y 4
de 8° semestre (cursaban Teoria Algebraica de NUmeros).

La totalidad de ellos habia cursado la asignatura “Algebra y Geometria”, del plan comin —
primer aflo— de las carreras de Pedagogia en Matematica y Licenciatura en Matematica. Este es un
curso inicial de Algebra Lineal, con énfasis en las aplicaciones sobre espacios geométricos de

dimensiones dos y tres, que se propone el manejo de métodos del Algebra Lineal, tanto en el &mbito
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de la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales como en el de problemas elementales al alcance
de esos métodos. Se les prepara asi para un estudio méas avanzado en el tdpico y se provee ademas
de una herramienta para el Célculo de varias variables y de una conceptuacion adecuada para el

estudio de la geometria.

En ese curso, el concepto de EV suele introducirse mediante explicaciones relacionadas con
la definicion de espacio vectorial V sobre un cuerpo K. Dicho procedimiento de explicacidn consiste
en aclarar qué significa que (V, +) tenga estructura de grupo, que K tenga estructura de cuerpo, y

que V vaaserun K -EV, si ysolo si cumple con:

1. (V, +)esun grupo abeliano.

2. O:KxV —V, esunafuncion que cumple:
@ aeK)(vx,yeV)(aO (x+y)

a®Ox+a®y)

(b) (Va,bE]K)(VxEV)((a+b)C)x a®x+b®x)

() (Va,beK)(vVxe V)((ab) Ox=a@®OBO x))
d (vxeV)(1Ox=x)

Los estudiantes que participaron en nuestro estudio habian trabajado los contenidos basicos
del Algebra Lineal: sistemas de ecuaciones lineales, espacios vectoriales y transformaciones
lineales. Sin embargo, tomando en cuenta las consideraciones expuestas arriba, esto no

necesariamente implica una comprensién profunda de los conceptos involucrados.

Instrumentos de recoleccién de datos

Como mencionamos anteriormente, en Parraguez y Okta¢ (2010) nos centramos en la parte
de la DG que corresponde a la coordinacion entre los procesos relacionados con las operaciones
suma y multiplicacion por un escalar, que junto a su axiomatica definen al concepto EV. Los

resultados de esa investigacion muestran que cuando los estudiantes carecen de las construcciones
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pre-requisito descritas en la DG, se hace muy dificil para ellos desarrollar un esquema lo
suficientemente fuerte del concepto EV.

En este trabajo nos enfocamos en la construccion del concepto EV como esquema, asi como
su evolucion a través de los niveles de la triada.

En lo que se refiere a la evolucion de los esquemas a partir de la construccion objeto de EV,
preparamos entrevistas semi-estructuradas; donde cada pregunta fue disefiada para examinar si los
estudiantes muestran las construcciones mentales especificas relacionadas con los niveles del
esquema. Las entrevistas se videograbaron y tuvieron en promedio una duracion de dos horas.

Para cada una de las 12 preguntas de la entrevista se realizé un analisis a priori, explicando
que parte de la DG se abordaria a través de ella. Como ejemplo, a continuacién presentamos este
analisis para el caso de la pregunta 7 de la entrevista, ya que la utilizaremos mas adelante cuando

presentamos los datos empiricos:

R — {0} es un grupo abeliano con la operacion SUMA definida como sigue:

SUMA: x+y=:x-y, donde x,y € R—{0}.

Definir la otra operacion, MULTIPLICACION POR ESCALAR sobre un cuerpo K para que
R — {0} sea espacio vectorial sobre K, con esas dos operaciones.

Andlisis a priori

Esta pregunta permite que el estudiante reflexione para llegar a determinar la otra
operacion “multiplicacion por escalar” de tal manera que se cumplan los axiomas que faltan,
para que la estructura (R — {0}, K, +, producto por escalar) sea un espacio vectorial.
Aunque pensar en operaciones requiere una concepcion proceso, una vez definida es necesario
que el estudiante posea una concepcién objeto de las operaciones y averiguacion de axiomas
que le permita manipularlas y determinar si la estructura resultante con esa operacion es un
espacio vectorial. Un estudiante podria pensar en operaciones conocidas y empezar a chequear
los axiomas, asi mediante ensayo y error posiblemente podria encontrar operaciones que

cumplan los axiomas que se necesitan.

Por otra parte, este problema permite observar las conexiones que los estudiantes
pueden estar estableciendo con los conceptos: conjunto, cuantificadores, funcion, operacion,
averiguacion de axiomas. En este caso diremos que tal estudiante puede encontrarse en un

nivel de esquema inter de espacio vectorial, si la operacion por escalar que esta considerando
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es la trivial (suma y multiplicacion usuales). Ahora si por el contrario el estudiante considera
como operacioén por escalar una no trivial como por ejemplo: potencia, diremos que el
estudiante puede encontrarse en un nivel mas alto de evolucion de su esquema de espacio
vectorial (trans). A continuacion mostramos algunas de las posibles respuestas que un

estudiante podria dar frente a esta situacion:

> Un estudiante podria pensar en las operaciones usuales y como la suma esta definida
como un producto, intentar definir el producto como suma:
R xR — {0} — R — {0}

(y) - x+y pero no cumple los axiomas de distributividad.

»  Por otro lado un estudiante podria pensar en operaciones poco usuales y definir, por
ejemplo:
a-x=x% donde a«a€eR A xeR-{0} Yy chequear que se cumplen los 5

axiomas siguientes:

@ a-x=x*eR-{0}; (b) (@+p) x=a-x+p-x;
€ a-x+y=a-x+a-y; (d) @) x=a - B-x); () 1-x=x
Esta pregunta especialmente sera util para observar si las dos operaciones estan

coordinadas en la mente del estudiante, para definir la estructura de un espacio vectorial.

Los resultados que obtuvimos los analizamos desde la descomposicion genética (ver figura
2) a partir de la exploracion de las construcciones que muestran los estudiantes que han construido
el objeto-EV, para posteriormente distinguir entre estudiantes que muestran un esquema-EV en
distintas etapas de evolucion.

A continuacion damos a conocer resultados de las entrevistas para mirar con detalle las
construcciones mentales que parecen estar mostrando los estudiantes. En los extractos que siguen,
los estudiantes son numerados de ES1 a ES10 y el entrevistador es E.

Anélisis de los Datos

La concepcion objeto-EV requiere la aplicacion de acciones sobre el EV, donde éste se
percibe como un todo por el estudiante. Las acciones que se pueden realizar pueden consistir en
considerar a espacios vectoriales como elementos de una familia, realizar operaciones entre ellos, o

bien hacer preguntas sobre las propiedades que debe cumplir un EV y contestarlas.
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Algo que es de interés es mirar si un estudiante puede construir un contraejemplo cuando sea
necesario, pues esto requiere desencapsular el objeto y recuperar el proceso que le dio origen.
A continuacion presentamos la pregunta 5 de la entrevista, y un andlisis que explica como

puede ayudar a detectar una concepcion objeto en el estudiante.
Pregunta 5:
Averigua si la siguiente afirmacion es correcta 0 no, en ambos casos justifica tu

respuesta:

“Sean V, Wy Z espacios vectoriales sobre un cuerpo Ky supongamos que:
VW=V +Z

Entonces: W =2".

En esta pregunta, se considera que un estudiante muestra una concepcién proceso de EV,
cuando intente justificar sus elecciones de los subespacios U, V y W a través de sus elementos, para
asi construir los subespacios V+W y V+Z, es decir: (v+u) €V +W cuandoveVyuew
(analogo para V+Z). En cambio, si el estudiante tiene una concepcién objeto, y considera al EV
como una totalidad es capaz de operar con los espacios sin considerar describir sus elementos o de
construir un contraejemplo para demostrar que la afirmacion es falsa.

Ahora daremos algunos ejemplos de las entrevistas realizadas con los estudiantes e
interpretamos los datos desde nuestro marco tedrico. Iniciamos con el ES5 quien, antes de empezar a
realizar algin tipo de procedimiento escrito sobre las condiciones dadas, reflexiona sobre la

pertinencia de los datos, es decir verifica si el problema bajo las condiciones dadas tiene solucién:
[167ES5]* ¢Qué suma es eso? La suma de espacio del conjunto de todos los vectores que son uno

de aca mas uno de alla.

[168E]? : Suma de espacios, porque son espacios ¢cierto?

[168ES5] : Claro, 0 son de conjuntos también se puede.

[169E] : Pero son espacios, suma de espacios.

[169ES5] : Entonces hay que demostrar que W es igual a cero, si es que es verdadero, no, no, no,

Y0 creo que no.
[170E] : (Por qué?

1 [167ES5] quiere decir que el estudiante 5 en la intervencién nimero 167 de la entrevista, realizd esa aseveracion.

2 [168E] quiere decir que el entrevistador en intervencién nimero 168 de la entrevista, realizé esa aseveracion.
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[1L70ES5] : Porque estoy pensando en lo mas facil, R estoy pensando, pero perdon aca son todos
los vectores que son de la forma v + w donde v pertenece a Ry w a R, esa es la
definicién de suma de espacio ¢cierto?

[171E] : Claro.

[171ES5] : Entonces, pensemos en V igual a R ahi todo esto falso, pensé mas en V igual a R;
entonces pensemos R mas un conjunto igual a R mas otro conjunto por ejemplo si yo,
aqui pongo el espacio nulo, eso me da R ¢cierto?

[172E] : Si.

Este estudiante muestra evidencias de su capacidad para pensar en el proceso que dio origen
al objeto EV, ya que puede desencapsularlo y mirar alli, conjuntos con estructura algebraica que son
espacios vectoriales, como el conjunto de los nimeros reales y el conjunto {0} y al mismo tiempo
establecer operaciones entre ambos, para construir el contraejemplo que anda buscando. Veamos el
escrito del ES5 (ver figura 3):

V=1
@ = Rorloy = Relgh R=T
\
+

/
Figura 3. Contraejemplo elaborado por el ES5.

En este contraejemplo el ES5 consideré V = R, W = {0} y Z = R; que verifican la igualdad
R+ {0} = R =R+ R; sinembargo W +# Z.

Contrario a esto podemos ver como, el ES10 todavia no tiene una concepcion objeto de EV,
ya que en esta misma pregunta, intenta justificar sus elecciones de los subespacios U, V y W a través

de sus bases como sigue, sin mucho éxito, para resolver el problema.

Este estudiante comienza diciendo que la base de la suma de espacios V+W es la base de V
unién la base de W (analogo para V+Z). Posteriormente procede a igualar V+W = V+Z y elimina
los vectores que son linealmente dependientes, que segun él, son los vectores de la base para V, que
aparecen a ambos lados de la igualdad: V+W = V+Z. Como resultado de esa eliminacion el

estudiante argumenta que realmente W = Z.
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Otro ejemplo de construccién del objeto se muestra en el caso del E6 en la misma pregunta.

Este estudiante muestra un proceso que encapsuld, que corresponde a un EV, que se genera

mediante combinaciones lineales de elementos especificos. Veamos un extracto del didlogo con el

ES6:
[122ES6]

[125E]

[123ES6]

[124ES6]

[127E]
[125ES6]
[128E]

> Ya se me vino a la cabeza una... algo
de teoria de conjuntos, por ejemplo, si
yo tengo que A unién B es igual a A
unién C no necesariamente B = C, hay
contra ejemplos para eso. Pero estaba
tratando de pensar en un contraejemplo
para eso y yo creo que es analogo, creo
que es analogo.

Entonces ponga ahi lo que estd
pensando usted. Estoy pensando que
ésta es la relacion que hace.

: En teoria de conjuntos, tengo que si A
unioén B es igual a A union C entonces
B no necesariamente es igual a C.
¢Escribo un contraejemplo?

: Por ejemplo, si tomo A como, claro,
uno: a B uno coma dos; y a C

como dos no mas, entonces A union B,
esto es uno coma dos; y A union C

también es uno coma dos...(ver figura
4)

: Pero...

: Pero B es distinto de C.

: Perfecto.

A= *43

Bs3ht)
c:f!k
AVB = )
Ave = $')
Pwe B3 C
Figura 4. Un ejemplo
concreto.

Este estudiante, al desencapsular el objeto EV, mira el proceso que le dio origen, y resulta

jugar un papel importante el esquema de conjuntos. Es en este esquema de conjuntos en el cual

procesa y construye tres conjuntos a partir de los cuales fabrica espacios vectoriales como el

generado de esos conjuntos, los que le permitiran elaborar el contraejemplo para la pregunta 5 de la

entrevista, como veremos a continuacion.

[137ES6]

[140E]
[138ES6]

118

. ... ah, si yo tengo que V por ejemplo, es el generado por ay W es el generado por b,

entonces V + W es el generado por a unién b, entonces ahi tengo algo como parecido.

Ya ahora voy a tomar V como el uno coma dos y dos coma uno... no, yo creo que ese

no.

: Le pone “no” entonces.

: Voy a tomar V como el uno coma dos no mas, voy a tomar W como cero coma tres y

Z cero coma tres Yy uno coma dos, entonces en este caso V + W, esto es uno coma dos

y cero coma tres y V + Z también es lo mismo (ver figura 5).
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) Vaw =< cne) (93) D
V=K (02) > 2 2<0a)e02)d vt s < (a2), (03)2
i s pare W #2

Figura 5. Contraejemplo elaborado por el ES6.

ES6, a diferencia de ES5 usa el esquema de conjuntos para construir el contragjemplo; pero
es capaz de mostrar el contraejemplo una vez que aclara sus ideas en los conjuntos, y esas las
reconstruye para EV.

La concepcidn objeto-EV se evidencid en ocho de los estudiantes entrevistados, con base en
su respuesta a la totalidad del instrumento; cabe mencionar que la pregunta 5 proporciond
evidencias muy importantes para ello.

Fue interesante constatar que distintos estudiantes utilizan elementos de diferentes grados de
complejidad al responder a la pregunta 5: los estudiantes 1, 2, 5, 6 y 7 consideran subespacios
especificos de R, R?, R® y R* respectivamente, para elaborar su contragjemplo; en cambio los
estudiantes 3, 9 y 8 consideran subespacios genéricos para sus contraejemplos, como por ejemplo W
=VyZ —{0}.

Como se comentd en la DG, con la construccion objeto-EV comienza la construccion y

evolucion del esquema EV, el cual describiremos a continuacion.

Evolucién del Esquema EV
Nivel Intra-EV

Tomando en consideracion Unicamente a los estudiantes que mostraron una construccion
objeto-EV, es posible observar diferencias en sus repuestas a las preguntas de las entrevistas, que
permiten poner en evidencia que utilizan en ellas esquemas que se encuentran en distintos niveles

de evolucion, descritos en la DG.

Mostraremos en primer término algunos resultados del analisis de los datos que ejemplifican

el uso de un esquema-EV a nivel Intra.

Retomando el trabajo con el ES6, pero ahora mirado desde el nivel Intra-EV, nos damos

cuenta que este estudiante, quien encapsulé un proceso que corresponde a un EV especifico —-R™— y
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gue se genera mediante combinaciones lineales de elementos especificos —los sSUbEV R™—, no puede
relacionarlo con otras instancias de EV; él considera que una estructura (KK, V,+,0©) es un EV,
cuando la combinacion lineal, « © v + w pertenece a V, donde a e K y v, w € V. Utiliz0 este

mismo argumento para responder la pregunta 1 de la entrevista, y que especificamos a continuacion:

Se han definido sobre R? las siguientes operaciones:

+:R? x R? — R?

SUMA ((x,9),(a,b)) = (x,y) + (a,b) = 2y + 2b,—x — a)

O:R x R*? — R?

PONDERACION
° clo (@ () — a® (xy) = (ax,—ay)

¢Es R? con las operaciones anteriormente definidas un EV sobre R?

El ES6 caracteriza los espacios 1
P (x,%2) , (V7)) ¢IRY | el

vectoriales a través de combinaciones

lineales (ver figura 6), a partir de las =< ( », .X;) + (1., ‘f;) =
operaciones que lo definen, suma (+) y (_:\ KMy, —=Xe )+ (¢ -
producto por escalar ((®). Esto -

muestra que la concepcion que tiene el ( 2 (-¢xs) T2V ) metxy -y, ) cIk

estudiante del concepto EV estd
wa las OPAY & ' an OL-HA"'
anl«rqu

O 2.
combinacion lineal sobre R<; como lo (IR, +,0) = wn EV. sebie IR,

centrada s6lo en la cerradura de la

muestran sus escritos: . S :
Figura 6. Caracterizacion que realiza ES6.

Es importante mencionar que hablar en términos de combinaciones lineales de vectores
cualesquiera y determinar ejemplos de ellos, no es una condicién suficiente para garantizar que un
estudiante que posee una concepcion objeto de EV muestre un esquema en el que se hayan
relacionado sus componentes. El objeto EV que maneja E6 es un caso particular de EV que no se
puede relacionar con otros espacios que comparten la misma estructura EV. Asimismo E6 no

considera el rol de los axiomas cuando se enfrenta a EV con operaciones no usuales.
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Otro estudiante, el ES7, trabaja los problemas como si las operaciones suma y multiplicacién
por escalar fueran las usuales y/o el vector nulo fuera la n-upla (0,0,...,0), cuando se sale del ambito
del conjunto de los numeros reales con las operaciones usuales. Veamos la argumentacion que

realizd en la pregunta 8, inciso 4 de la entrevista:

Sea V ={(x,y,z) €eR3/x, y, z> 0} unEV con las operaciones:

SUMA: u@® v = (xa, yb, zc) donde u=(x,y,2), v=(a,b,c)€EV

MULTIPLICACION POR UN ESCALAR: A ® u = (x*, y*, z*),dondeu = (x,y,z) eVy 1 €R.
Sea W el subEV de todos los puntos de V situados sobre el plano Z = 1.

8.1 Escriba dos vectores de W.
8.2 ¢Cual es el vector nulo de W?
8.3 Siv=(321) €W, ;Quiénes —v?

8.4 ;Los vectores (2,2,1) vy G % 1 ) de W son linealmente independientes?

8.5 ¢El conjunto {(3,3,1), G 3, 1)} es una base para W?

-
o (2 00) « e({\;s‘\ w0,
== S
2 ‘!. A \\ l U} =
T i - 0 « . = ) ?) p '
\ | o =

Figura 7. EI ES7 trabaja la combinacion lineal con operaciones usuales.

Basandonos en el trabajo escrito y en la argumentacion del ES7 (ver figura 7), en particular a
la pregunta 8.4, podemos concluir que muestra evidencias de utilizar un esquema de EV a un nivel
Intra-EV. Es dificil para el ES7 hacer las conexiones necesarias, entre el objeto EV, las operaciones
binarias no usuales y los elementos de la estructura algebraica como el elemento neutro y el

concepto de dependencia lineal.

El mismo ES7, en la pregunta 11:

Sea V = {(a,b)/ a, b € R*}un R- EV, con las operaciones:
SUMA:  (ay, by) + (az, by) = (a,ay, b, by) (as, by), (ay, by) €V

PONDERACION: k(a,b) = (a*, b*), k€eR, (a,b)eV
Estudiar la dependencia lineal de los subconjuntos de V, dados por:
Sl = {(2’1)’ (3’2)} 52 = {(1,1), (211)}
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considerd el vector nulo como (0,0) (ver figura 8), y no como el elemento neutro del EV dado.

Por otro lado, tal vez influenciado 2(2,) +¢ (3,2) = (o6)

por el disefio de esta misma entrevista, N s ;
- , - * h

donde en muchas preguntas se dio énfasis a (2_-( o ) + (3 2 ) - (0.0)

las operaciones que definen la estructura de '

un EV, ES7 consider6 las operaciones que 6 3

tenia el problema y no las operaciones suma 25 ) 2 ) = (o, 0)
y producto por escalar triviales que '
usualmente se definen en R?, o

Figura 8. El ES7 considera el vector
nulo usual.

ES7 puede trabajar con EV especificos como R™ con las operaciones usuales pero no

relaciona estos objetos con otros EV.

Los estudiantes entrevistados que muestran un esquema a nivel Intra-EV recurren a los
axiomas que definieron el EV, en lugar de usar argumentos més eficientes para verificar que una
estructura no es EV. Es el caso del ES2 quien en la pregunta 1 de la entrevista, enlista algunos de los

axiomas que deberia tener la estructura de EV.

Revisando uno por uno los axiomas, cuando vino su turno, ES2 descubri6 y prob6 que el

axioma 1 © v = v no se cumple para cualquier vector v del espacio dado (ver figura 9):

stn 1 ER A EEneNT NOTe e W
FoNVeaioA

K 10(xy) = ()(,"'\l)
(wuamente  (xy) £ (%,-Y)

Figura 9. El ES2 prueba que el axioma no se cumple.
Responde finalmente que en la pregunta 1 la estructura dada no es espacio vectorial (ver
figura 10):

(R 4,8) yo & gor. VECTo:al

Figura 10. Respuesta dada por el ES2, para la pregunta 1.
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Es asi que basandonos en los datos empiricos que hemos recogido observamos que los
estudiantes que muestran un esquema Nivel Intra-EV, como ES2 y ES7 prueban que un conjunto no
es EV verificando uno a uno el cumplimiento de los axiomas; para ellos el vector nulo de un EV es
el vector nulo de R™ o “algo” que esta conformado por ceros y que no necesariamente es un
elemento del espacio vectorial dado; reconocen a R™ como un espacio vectorial, asi como sus
subespacios; consideran las operaciones suma y multiplicacion por escalar como las usuales; y
averiguan la independencia/dependencia lineal de vectores mediante una combinacion lineal

igualada al vector nulo de R™.

Consideramos que restringirse a las operaciones usuales y el vector nulo en R™ puede

convertirse en un obstaculo para la evolucion del esquema.
Nivel Inter-EV

De acuerdo con nuestra caracterizacion para el nivel Inter-EV, mostraremos evidencias de
que hay estudiantes que presentan las siguientes caracteristicas: reconocen que existe un vector nulo
para la suma de vectores y un escalar cero del cuerpo, que poseen roles distintos en la estructura EV,
lo que les permite establecer relaciones entre la estructura de EV y teoremas que de él se derivan.
Veamos para ello el trabajo que realizé ES5, en la pregunta 1, donde escribe con alguna imprecisién
el teorema siguiente (ver figura 11):

vy 0OTES
Figura 11. Argumento ES5.

El estudiante ES5 se da cuenta de que el negar la siguiente proposicién: “Si V es EV,
entonces 0 O v = 0” le ayuda a dar respuesta a la pregunta:

[86ES5] : ¢Para qué? Porque por ejemplo a ver esa proposicion de que por ejemplo el teorema
que dice que...;Como se llama? El elemento...neutro del cuerpo, multiplicado por un
vector es el vector nulo.

[B7E] : A eso si.
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[87ES5] : ¢Cierto? Entonces eso lo ponen como teorema y es importante porque sirve para
verificar -que sea por ejemplo EV- o cosas asi, entonces a veces lo ponen todo junto y

ahi uno no sabe, hay unas cosas que son importantes pero son axiomas o cosas asi.

[88E] : Cuando dices que sirve para verificar que sea un espacio (Cémo fue eso? Sirve
para...
[88ES5] : Claro para verificar si -es que es un EV- por ejemplo si aca yo pongo el cero, y no

me entrega el cero, entonces no puede ser EV con esa operacién; no puede estar
definido un EV.

Sin embargo, ES5 luego desecha esta argumentacion y prueba que la estructura definida en la
pregunta 1 de la entrevista no es EV, porque 1 ® (x,y) # (x,y), para algin (x,y) € R?; citando
para ello el siguiente contraejemplo: 1 © (1,2) = (1, —-2) # (1,2).

También en este nivel los estudiantes establecen relaciones entre el objeto EV, conjuntos
linealmente independiente y base, con operaciones suma y ponderacion diferentes de las usuales.
Veamos las relaciones que establecié ES5 al enfrentar la pregunta 8, en particular, el punto 8.5, en el
cual aplica adecuadamente las definiciones de suma y ponderacion, de combinacion lineal, de

independencia/dependencia y de base, al demostrar que el conjunto {(3,3,1), G 3, 1)} es una base
para W. ES5 primero prueba gue el conjunto es linealmente independiente (ver figura 12):
= 3
L= ()
A (P30t PG5 )2 )

@‘(,30(,')1' (3-]’ |3?,() '::-(‘t'l"iz‘p

( 30(—)/ 3¢+’|§/ ‘) 7%‘(‘.‘) ‘%\%_TPC S0n L.’I.

Figura 12. Trabajo del ES5 con las operaciones no usuales que definen al EV.
Y después verifica que el conjunto {(3 3,1),(% : 3,1)} generaa W .

Por su parte, ES3 mostrd evidencias de haber construido relaciones entre distintos objetos

EV vy el objeto base de un EV. Al resolver la pregunta 8.5 de la entrevista, ES3 comienza diciendo
que dim(W) = 2, por lo que solo le resta probar que el conjunto {(3,3,1), G 3, 1)} sea linealmente

independiente para que sea base de W.

Por otro lado, en las argumentaciones de nuestros entrevistados pudimos apreciar que para

argumentar que una estructura es EV, no necesariamente recurren a la axiomatica que lo define, sino
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gue utilizan conexiones con otros conceptos como el de subespacio, cuando les resulta mas

eficiente. Este es el caso de ES8, en la pregunta 4 de la entrevista (ver figura 13):

COw\o m“tﬁ‘) en wwn m'tSPsdo veclo=

rial 4 W c R, Ex]1 , Baste va
g W nee unm :vvaPsuo.

Figura 13. ES8 argumenta que es suficiente mostrar que W sea SUbEV de R,,[x].
También encontramos evidencias de relaciones del espacio vectorial y su base, en las
argumentaciones de las respuestas a la pregunta 10 de la entrevista.

Pregunta 10:

_((x vy x+2y—z=0 .
V—{(z t)EMZ(R)/x—22+t=0}SMZ(R)' Determine una base para V.

VVeamos el escrito de ES9 (ver figura 14):

q) X¥zry-3r =o© f';crf“‘?m 5

1) X-2z+t = o Ty -%t +1Y- ¥ =©
T =~ oy =9
Tr2y=t

N (Lw Y ) -
5 A - < XY
Q| Ty t T
o 2 NG
Figura 14. Respuesta dada por ES9, para la pregunta 10.

En ese escrito podemos apreciar que cualquier matriz cuadrada de orden 2 se escribe como
combinacion lineal de dos matrices segun las condiciones de la pregunta; el estudiante asegura que
las matrices son linealmente independientes, mostrando que una no es multiplo de la otra (ver figura
15):
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<—-'Ll _x/AN O A O

o 2 A A A A
A re® ™ Cad\=~(4°

Figura 15. ES9, prueba que esas matrices no son multiplos.

ES9 llega a concluir lo siguiente (ver figura 16):

SR Re T o
W e fone do T

Figura 16. ES9 concluye que las matrices forman una base para V.

Para finalizar este apartado, queremos enfatizar que los estudiantes que se encuentran en este
nivel no sélo reconocen las operaciones involucradas en la definicion de distintos EV y el vector
nulo como parte de esas estructuras, sino también han construido relaciones entre EV, subespacio
vectorial, base, independencia/dependencia lineal, entre otros. Sin embargo, todos ellos muestran
dificultades cuando se les pide construir un espacio vectorial a partir de ciertas propiedades dadas, lo
cual se considera necesario para mostrar un esquema a nivel Trans-EV.

Nivel Trans-EV

En el nivel Trans el estudiante puede reconocer y trabajar con ejemplos de espacios
vectoriales no-estandares, puede invocar su esquema Yy en sus argumentaciones mostrar su
coherencia cuando sea necesario.

Observemos como ES1 en la pregunta 7 invoca su esquema de EV para coordinar los

procesos relacionados a las dos operaciones de un EV, a través de los axiomas de distributividad.

Pregunta 7 de la entrevista:
R — {0} es un grupo abeliano con la operacion SUMA definida como sigue:
SUMA: x+y=:x-y , donde x,y € R— {0}.
Definir la otra operacion, MULTIPLICACION POR ESCALAR para que R — {0} sea EV,

con esas dos operaciones.

ES1, después de leer la pregunta, inmediatamente trata de definir la operacion como

av = a” donde a y v son nimeros reales. Cuando él se da cuenta que, para que a® seaigual a 1, a
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tiene que ser uno y entonces uno de los axiomas no se cumple, continla pensando sobre otras
operaciones posibles. Intenta av = v® y verificando las propiedades, muestra que lo que tiene es un
EV. Este estudiante desde el principio muestra una buena comprension del tipo de operacion que
estd buscando. Aunque tiene que hacer una prueba primero, la coordinacién de los procesos

involucrados en las dos operaciones lo llevé a descubrir una operacion correcta.

ES1 se da cuenta que puede definir la operacion multiplicacion por escalar solicitada como:

(a,7) — (©)%, y probar exitosamente que el resto de los axiomas se verifica (ver figura 17):

c TR —eiz W
() > &)

. 0 6/3":%)’)02'1_: 2 ‘.}\//
+

17 @k &
(0GR f)Si (5
(£ +(887)s 3+ 32 2P
¢
:4?**_ “,'!)“
Cr & ’p‘%}- o
ov Ry =
YV r gz

Figura 17. ES1 prueba que la operacion Multiplicacion por Escalar cumple los axiomas.

También el estudiante puede reconocer el objeto EV con todas sus caracteristicas y se da
cuenta de la estructura de los espacios vectoriales, que subyace todos los ejemplos. Las preguntas
que nos ayudaron a buscar evidencias de esto, fueron 2 y 4 de la entrevista. Miremos con detalle el

trabajo que realiz6 ES1, en cada una de esas preguntas.

En la pregunta 2 de nuestra entrevista:
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Sea R el cuerpo de los nimeros reales y F(R,R) = {f:R — R/ f es funcion}. Se definen las
siguientes operaciones:

+RXR—R
(a,b) > a+b

O:F(R,R) xR — R
fx)—=fOx=f(x

Si sabemos que (R,+) es un Grupo abeliano, ;Qué axiomas faltan para que R sea un EV

SUMA

PONDERACION

sobre F (R, R)?, ¢Se cumplen dichos axiomas?

ES1 reflexiono y analizé por separado cada uno de los axiomas que faltan, para que R sea un
EV sobre F(R,R) (ver figura 18).

* Urd)erdHin: No  Se el Snnfue
Cotitweldaf] o . #" SR LR RE— i o

9% ﬁa { W= - N
C, gl L HB) Ao cuz,
6

e

7') for klém&l_- Dr putcrowss, g Condugy
SIM{ O PINGaUSS: S0 4. IR—p )

((;«y)(x):: b +400), bom iy = = Dot {abary.

3)#‘& MNFelR BT )= o€
W=t : =2 - (2)= 24 - W e,

L2 AXIOMAS ST cm
Figura 18. ES1 analiza por separado 4 axiomas.

De los argumentos que ha escrito ES1 podemos rescatar que para probar o refutar cada uno
de los axiomas, él se basa en estructuras matematicas que subyacen los conjuntos dados, por
ejemplo: Para probar que no se cumple el axioma de distributividad del producto sobre la suma, ES1
recurre a mirar la no linealidad de las funciones; mostrando especificamente que la funcion
cuadratica en R no es lineal; Para probar que se cumple el axioma de distributividad de la suma

sobre el producto, ES1 se basa en el algebra de funciones.
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Ahora, miremos el trabajo de ES1 en la Pregunta 4 de nuestra entrevista:

w = {p(x) € R, [x]/ folp(t)dt = 0} con las operaciones usuales, ¢es un EV?. ;Por qué?

(JUSTIFICA).

Apreciamos que en su justificacion, también reconoce estructuras matematicas que subyacen
W y con las cuales las relaciona, en este caso la estructura de Operadores Lineales para la integral
definida, y la estructura de subespacio para W. Para ES1 W es un EV, porque W es subespacio de
los polinomios R, [x], ya que la integral definida cumple la propiedad de linealidad y el polinomio
nulo estd en W.

Este estudiante ES1 es el Unico de los estudiantes entrevistados que mostré haber construido
el esquema-EV a un nivel Trans. De las evidencias recogidas, podemos sefialar que este estudiante
tiene pleno reconocimiento de las operaciones involucradas en el concepto EV y de la estructura
matematica que le subyace en los conjuntos y operaciones que lo definen, lo que le permite
establecer con claridad relaciones entre esas estructuras.

ES1 distingue claramente lo que es un EV con todas sus propiedades de aquello que no lo es.
Una interpretacion de estos resultados es que el desarrollo cognitivo del esquema EV no esta
necesariamente vinculado a conocer muchos elementos adicionales del concepto, como por ejemplo,

suma directa de espacios vectoriales; sino a alcanzar la coherencia del esquema-EV.

Conclusion y Reflexiones

En esta investigacion tomando como referencia a Piaget y Garcia (1983/1989), presentamos
una caracterizacion de los niveles de desarrollo del esquema correspondiente al concepto EV vy
posteriormente evidenciamos estos niveles en estudiantes de licenciatura mediante datos empiricos.
En particular documentamos como los estudiantes conciben el vector nulo y las operaciones suma
(+) y producto por escalar (®) involucradas en una estructura de EV: (K,V,+,00), donde K es un
cuerpo y (V,+) es un grupo abeliano.

Un resultado importante que arrojo esta investigacion es que el aceptar vectores nulos
distintos del usual (n-upla nula o matriz nula), asi como operaciones suma de vectores y
multiplicacién por escalar distintas a las que se definen normalmente en R™, es una condicion

necesaria para que el esquema de espacio vectorial evolucione mas alla del nivel intra-EV.
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El nivel Inter del esquema-EV también se ve reflejado en la posibilidad del estudiante de
utilizar definiciones y teoremas de conceptos del algebra lineal relacionados con el EV. Se observa
en los datos que los estudiantes que muestran este nivel del esquema-EV, en lugar de verificar cada
axioma, para decidir si un conjunto es espacio vectorial, utilizan argumentos basados por ejemplo en

proposiciones de conjunto generador, base y dimension.

Hemos verificado que un criterio a tomar en cuenta para caracterizar los niveles del esquema
Intra-EV e Inter-EV seria el rol del vector nulo. Por ello basdndonos en los datos que obtuvimos,
consideramos pertinente modificar la caracterizacion dada al inicio de los niveles de este esquema,
de la siguiente manera: un estudiante que muestra un nivel de esquema Intra-EV interpreta el vector
nulo de un EV como la n-upla (0,0,...,0), elemento constituido s6lo por el numero cero de R, sin
considerar su pertinencia de acuerdo a la definicion del espacio EV; un estudiante muestra por lo
menos un nivel de esquema Inter-EV, cuando acepta que el vector nulo de un EV es o puede ser un

elemento no necesariamente constituido por ceros.

Asi, como fruto de nuestra investigacién, podemos presentar nuevos elementos para
caracterizar de manera mas concreta los niveles de la triada incluyendo las observaciones anteriores,
en términos de comportamientos de estudiantes ante problemas especificos sobre espacios

vectoriales, como se sintetiza en la Tabla 1.

En particular, la caracterizacion de estos niveles permite materializar la forma en la que el
esquema del concepto EV se construye y la forma en que se desarrolla, a través del analisis de las
respuestas de los estudiantes que participaron en nuestra investigacion, a diferentes preguntas de la

entrevista.

Consideramos que los resultados que aporta esta investigacion estan relacionados, por un
lado con el rol que juega la generalizacién del vector nulo en la evolucion del esquema-EV, y por
otro la posibilidad que los estudiantes trabajen los EV con operaciones diferentes a las usuales;
contribuyen ambos a consolidar la coherencia del esquema, mostrada a través de un uso efectivo de

los conceptos y propiedades relacionadas con el EV.
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Tabla 1: Nuevos elementos de caracterizacion de Intra-EV, Inter-EV y Trans-EV.

Nivel Esquema Intra-EV

Nivel Esquema Inter-EV

Nivel Esquema Trans-EV

Considerar que el vector cero es la
n-upla (0,0,...,0), elemento
constituido s6lo por el nlmero
cero de R.

Para averiguar si
dados son linealmente
independientes o dependientes,
igualar una combinacion lineal al
vector cero de R™, sin importar el
tipo de elementos que constituyen
dicho espacio.

Considerar a la operacién suma y
multiplicaciéon por escalar como
las usuales en la estructura
formada por un Cuerpo y un
Conjunto con + y ©. No pensar

que una misma estructura formada

los vectores

Reconocer que el vector nulo no
siempre es un objeto con ceros y
aceptar la posibilidad de que el
vector nulo de algin EV sea un
elemento del espacio que no tenga
el namero real cero.

Aceptar que una estructura formada
por un Cuerpo y un Conjunto pueda
tener definidas operaciones Suma y
Ponderacion  diferentes a las
usuales: @, ©.

Realizar la averiguacion de vectores
linealmente
independientes/dependientes
igualando una combinacion lineal al
elemento neutro, para la operacion
suma. Particularmente se chequea

Reconocer claramente cuando
un conjunto es un EV vy
cuando no, recurriendo a las

estructuras  subyacentes en
ellos.

Construir ejemplos de
espacios  vectoriales  que

satisfacen condiciones dadas,
haciendo uso de la estructura
subyacente.

que cuando uno es multiplo del otro,
dos vectores son linealmente
dependientes.

por un Cuerpo y un Conjunto
puede tener asociado otro tipo de
operaciones Suma y Ponderacién.

En relacion a estos resultados de investigacion nuestra propuesta pedagogica primera es que
debe haber especial énfasis en la construccién del esquema-EV, dando a los estudiantes la
oportunidad de experimentar con diferentes tipos de vectores nulos y operaciones no habituales que
definen a un EV, donde se haga patente la estructura de EV, para que hagan evolucionar su
esquema. Esa sugerencia tiene que ver con la forma en que se relacionan las operaciones del EV con
otras nociones del &lgebra lineal, como por ejemplo dependencia/independencia lineal, base, entre
otros. Por lo general en la ensefianza del concepto EV, los axiomas que le definen, junto a otras
nociones que se le relacionan son trabajados desde lo habitual. Por ello reiteramos una vez mas, que
debe haber actividades destinadas a facilitar la coherencia del esquema-EV. Las preguntas que nos
dieron informacién y las respuestas de los estudiantes pueden ser utilizadas en el disefio de
estrategias de ensefianza para favorecer la coherencia que forma parte de los esquemas-EV en sus

niveles mas altos.
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