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RESUMEN

Como parte de su formacién académica, los estudiantes de Matematica de la Universidad
Pedagogica Experimental Libertador (UPEL) en Maturin, Venezuela, deben cursar la
asignatura Probabilidad y Estadistica Inferencial, ubicada en el séptimo semestre de la
carrera, la cual, segiin investigaciones previas, es una de las que presenta mayor dificultad para
los alumnos, quienes manifiestan tener limitaciones en la comprension de los enunciados de
los problemas, especialmente los relativos al Teorema de Bayes, debido, entre otras razones, a
la forma verbal en que estan expresados y a la cantidad de datos y condiciones involucradas en
los mismos. El docente es investigador y profesor del curso y los 20 estudiantes inscritos son
sujetos de estudio. El proposito fue ensayar y evaluar alternativas de instruccion que han dado
buenos resultados en otros ambitos, centradas en el uso de un modelo particular de solucion
de problemas, la consideracion de objetos de diversa naturaleza (como proporciones, razones y
probabilidades) y el uso de diferentes estrategias de representacion (como las tablas de doble
entrada y los diagramas de arbol y de area). Los resultados muestran que, aun cuando se
dedic6 mas tiempo del reglamentario a la instruccidén y a la ejercitacion, no se logrd lo
esperado en cuanto a la comprension del tema por parte de los estudiantes; sus principales
limitaciones se manifiestan en la identificacion de los eventos y de sus respectivas
probabilidades, en el uso de esquemas de representacion y en la presencia de las falacias de la
tasa base, del eje de los tiempos y de la condicional transpuesta.

Palabras clave: Teorema de Bayes, Resolucion de problemas, Probabilidad condicional,
Razonamiento bayesiano.

DIFFICULTIES AND MISTAKES SOLVING VERBAL PROBLEMS ON BAYES'S
THEOREM: A Case with Future MathTeachers

ABSTRACT

As part of their academic training, math students from Universidad Pedagogica
Experimental Libertador, Maturin, Venezuela, must approve a course in probability and
inferential statistic (semester seven) According to previous research, this course is one of the
most difficult in relation to understanding the theory and solving problems like Bayes’
theorem. Among other reasons, the difficulties are related to verbal expression, the amount of
data and conditions involved. This is a qualitative interpretative case study with an orientation
toward action in the classroom. The author is at the same time researcher and professor and
her 20 students are subjects under study. The purpose was to evaluate alternative
instructional strategies that have been successful in other contexts, centered in the use of a
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particular solving problem model, the use of different kind of objects such as frequencies,
proportions, percentages and probabilities, and the use of different representation strategies
like two way tables, tree and area diagrams. Results show that, even when it took longer time
than expected, the goal was not achieved in term of students understanding of concepts and
abilities for solving Bayes’ theorem problems. Their main restrictions were the identification
of events and their probabilities, the use of the variety of representations and failures in
reasoning about probability, such as the bases-rate fallacy, time axis misconception and the
fallacy of the transpose conditional.

Key Words: Bayes’ theorem, Problem solving, Conditional probability, Probability reasoning.

INTRODUCCION
En la resolucion de problemas de probabilidad, los estudiantes de Matematica en el

Instituto Pedagdgico de Maturin (UPEL-IPM, Venezuela) confrontan una serie de dificultades
que comienzan con la traduccion, al lenguaje probabilistico, de los enunciados escritos en su
lengua materna (castellano), proceso éste que implica la identificacion de eventos y sus
probabilidades y de las condiciones que permiten buscar respuesta(s) a la (s) pregunta(s) del
problema.

Reconocer probabilidades, una tarea de por si compleja, se dificulta alin mas cuando éstas
no aparecen en forma explicita sino que vienen expresadas en términos de otros elementos
matematicos tales como frecuencias, porcentajes o razones, o bien cuando se trata de eventos
que estan condicionados por la ocurrencia de otros sucesos, entrando asi en el ambito de lo
que se conoce como la probabilidad condicional.

En este campo se ha realizado una amplia investigacion, enfocada principalmente hacia la
determinacion de errores en el razonamiento probabilistico condicional, que conlleve a la
busqueda de alternativas para mejorar el proceso de ensefianza y aprendizaje de este tema, tan
importante en la toma de decisiones en situaciones de incertidumbre que se presentan en la
vida cotidiana, donde con frecuencia cualquier acontecimiento estd condicionado a una serie
de eventualidades que alteran las posibilidades de que éste ocurra.

En muchos casos, dado un suceso A, existe una serie de eventos B; que pueden
ocasionarlo, para los cuales se conoce la probabilidad inicial o a priori de su ocurrencia, P[B;],
pero el conocimiento de que ya A ha sucedido modifica dichas probabilidades dando origen a
lo que se llama probabilidades inversas o a posteriori, P[Bi/A], y eso es precisamente lo que
atafie al razonamiento bayesiano; es decir, sabiendo que el suceso A ha ocurrido, interesa
determinar cudl de las posibles causas tiene mas probabilidad de haberlo originado, utilizando

para ello el Teorema de Bayes.
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En este articulo se presenta una experiencia de abordaje de situaciones de razonamiento
bayesiano a través de la resolucion de problemas como estrategia no solo de aplicacion sino
mas bien de acercamiento e internalizacion de los elementos que conducen a la aplicacion de
este importante teorema, destacando las dificultades mdas resaltantes que confrontan los

estudiantes cuando se enfrentan con problemas de esta naturaleza.

EL OBJETO DE ESTUDIO
El pensum de estudio de la especialidad de Matematica en la Universidad Pedagogica

Experimental Libertador, en Maturin, contempla un curso obligatorio de Probabilidad y
Estadistica Inferencial, cuya inclusion en el curriculum esta justificada por la pertinencia de
que un profesor de Matemdtica, durante su formacién inicial, aprenda a manejar los
conocimientos basicos y desarrolle un cierto nivel de razonamiento para actuar en situaciones
de incertidumbre y manejar la informacion disponible que brinda una variedad de
posibilidades en la toma de decisiones apropiadas.

El curso estd ubicado en el 7° semestre y tiene como prerrequisitos asignaturas del area del
Célculo Infinitesimal, tanto en una como en varias variables, lo que indica que los
participantes deben poseer los conocimientos previos requeridos para la comprension de los
temas que se tratan en dicha asignatura, entre los cuales se encuentran, en la primera unidad,
los relativos a la conceptualizacion de la probabilidad y sus propiedades y la probabilidad
condicional que abarca tres teoremas importantes: La Regla de la Multiplicacion, el Teorema
de la Probabilidad Total y el Teorema de Bayes.

La experiencia de la autora, como facilitadora del curso durante muchos lapsos
académicos, le permite afirmar que los contenidos de esta primera unidad son de dificil
comprension por parte de los estudiantes, aun para aquellos que han obtenido altos niveles de
rendimiento académico en las asignaturas vinculadas con el Caélculo Infinitesimal. Esta
evidencia se convirtio en el objeto de estudio de Ricciardi y Pérez (2006) quienes investigaron
sobre los factores que influyen en la baja comprension de los temas de probabilidad por parte
de estos estudiantes, confirmando algunos resultados hallados en estudios previos, entre los

que destacan:

e Dificultad para la comprension de los enunciados y para su traduccion al lenguaje
matematico y al probabilistico.
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e [Escasa preparacion en andlisis combinatorio y falta de desarrollo del pensamiento
combinatorio.

e Concepciones de los estudiantes sobre la naturaleza del curso, quienes lo perciben
como diferente al resto de las asignaturas tanto del area de Célculo como del Algebra,
donde los ejercicios, por lo general, tienen un enunciado bastante escueto del tipo:
“Determine la derivada de la siguiente funcion....”, “Demuestre que la siguiente
estructura es un grupo abeliano”. En contraposicion los estudiantes manifiestan que
en probabilidad cada problema pareciera ser completamente distinto a los otros,
aunque se ajuste a algunos de los modelos probabilisticos estudiados.

Aun cuando nos ubicamos en la corriente emergente en relacion con la comprension
intuitiva de los conceptos de probabilidad desde los primeros niveles educativos, igualmente
pensamos que abordar problemas mas complejos requiere un buen manejo de las operaciones
combinatorias, mas alld de la simple aplicacion de férmulas, que abarque la comprension de
situaciones de diversa naturaleza que impliquen la necesidad de contar el nimero de casos
posibles. Por ello, en la busqueda de opciones a la problematica planteada, se ha hecho
hincapi¢ en el estudio del andlisis combinatorio previo a la instruccion en probabilidad y se ha
tratado de sistematizar el proceso de resolucion de problemas siguiendo el modelo de Polya,
haciendo énfasis en el paso inicial que corresponde a la comprension del enunciado.

Cuando se trata de probabilidad condicional se presentan aun mas dificultades, sobre todo
para reconocer los eventos condicionado (A) y condicionante (B), y para distinguir entre
P[A/B] y P[B/A]. Esto ha sido un tema ampliamente investigado, en particular lo referido a
los sesgos de razonamiento en la probabilidad condicional.

Esta rama de estudio ha sido desarrollada especialmente por Tversky y Kahneman (1982)
en su libro Judgment under uncertainty: Heuristics and biases, donde muestran resultados
sobre la presencia de heuristicas y sesgos en el razonamiento probabilistico, los cuales fueron
reforzados por estudios posteriores llegindose a determinar las heuristicas de la
representatividad y de la disponibilidad, las falacias de la conjuncion, eje de los tiempos y de
la tasa base, algunas de las cuales se desarrollaran mas adelante.

Diaz y De la Fuente (2007), en un estudio para la validacion de un cuestionario de
razonamiento probabilistico condicional presentan una visidn bastante global sobre las
investigaciones mas importantes referidas a la tematica, las cuales se muestran de manera

resumida en el Cuadro 1.
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Conclusiones de Varios Autores sobre Razonamiento Probabilistica Condicional

Autor(es)

Problemética

Conclusiones

Fishben y Gazit (1964)

Tipo de muestreo

Los problemas de probabilidad son mas dificiles
en situaciones de muestreo sin reemplazo que en
las de muestreo con reemplazo.

Tversky y Kahneman
(1982)

Condicionamiento y
causacion

Algunas  personas no distinguen entre

condicionalidad y causalidad

Gras y  Totohasima | Falacia del eje del | Creencia que la probabilidad de un suceso no

(1995) tiempo puede condicionar la de otro que haya ocurrido
(Falk, 1989) con anterioridad

Sanchez y Hernandez | Situaciones sincronicas | Los sujetos no perciben que las situaciones

(2003) y diacronicas (Falk, | sincronicas (secuencialidad) y las diacronicas
1989) (simultaneidad) son formalmente equivalentes.

Sanchez (1996) Estrada, | Concepto de

Diaz y De la Fuente | independencia

(2006)

Tversky y Kahneman | Falacia de la | Algunas personas creen que es mdas probable la

(1982) conjuncion interseccion de dos eventos que cada una de ellas

por separado.

Falk (1982) Falacia de la | Con frecuencia las personas confunden las dos

Batanero 'y  Sanchez | condicional transpuesta | probabilidades condicionales P[A/B]y P[B/A]

(2005)

Lonjedo y Huerta (2004) | Naturaleza de los datos | Los datos en los problemas de probabilidad

Gigerenzer (1994) pueden presentarse en forma de frecuencias,

Ojeda (1996) porcentajes, razones o probabilidades. Se sugiere

un enfoque frecuencial de la probabilidad antes
que ésta se muestre de una manera formal.

Fuente: Elaborado por la autora con base en Diaz y De la Fuente (2007)

A pesar de no haber realizado investigacion formal alguna sobre las situaciones
problematicas sefialadas en el Cuadro 1, a través de los afios hemos podido percibir la
presencia de cada una de ellas en el razonamiento probabilistico de los estudiantes al seguir el
curso Probabilidad y Estadistica Inferencial en la UPEL-IPM, llevandonos a tenerlas presentes
en el momento de la instruccion.

Entre los problemas de la probabilidad condicional, se encuentran los que tienen que ver
con la determinacion a posteriori de la probabilidad de uno de los sucesos B; que condicionan
un evento A, sabiendo que el mismo A ya ha ocurrido. Este es, en esencia, el planteamiento
del Teorema de Bayes. Se trata entonces de problemas de probabilidad condicional que tienen
un mayor grado de dificultad para los estudiantes porque los enunciados son mas engorrosos
y por la presencia indiscutible de la falacia del eje de los tiempos que limita comprender como
un evento que ya ocurrio pueda estar condicionado por otro que aun no lo ha hecho o que
ocurre simultdneamente, siendo esta la motivacion principal para la realizacion de esta

investigacion que ha tenido como propdsitos:
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1. Explorar las dificultades de los estudiantes en la comprension y resolucion de
problemas inherentes al Teorema de Bayes, y
2. Ensayar estrategias que conlleven a superar las limitaciones de los alumnos en la

interpretacion y aplicacion de dicho teorema.

ALGUNOS ANTECEDENTES

En la realizacion de esta investigacion hemos tomado como referencia los trabajos de
Rossman y Short (1995); Lonjedo y Huerta (2005); Diaz (2007) y Diaz y De la Fuente (2006),
cuyos resultados y conclusiones pasamos a comentar.

Rossman y Short (1995) senalan que en los cursos de Estadistica en su pais, Estados
Unidos, tan s6lo se incluye una breve introduccion a la probabilidad que comprende la
definicion clasica, union e interseccion de eventos y las reglas correspondientes a eventos
independientes y mutuamente excluyentes. La probabilidad condicional y el Teorema de
Bayes son temas opcionales pues no se consideran necesarios para la comprension de los
subsecuentes contenidos de estadistica. Algo similar ocurre en Venezuela, en educacion
superior, porque en los niveles previos los temas referidos a probabilidad y estadistica, atin
estando incluidos en los contenidos programaticos, son escasamente tratados por algunos
profesores (Parra, 1997, Beltran, 1998)

Sostienen estos autores que con la utilizacion de estrategias apropiadas los estudiantes
pueden lograr una comprension intuitiva de esta tematica y visualizar su aplicacion a una serie
de problemas del mundo real. Las estrategias que proponen se centran en convertir los datos
del problema en frecuencias simples, partiendo de una base de 100 y organizandolos en una
tabla de doble entrada donde se pueda visualizar con facilidad la restriccion del espacio
muestral para la determinacion de las probabilidades condicionales involucradas.

La idea es partir de un problema clésico sencillo como el de la identificacion del origen de
un articulo defectuoso planteado por De Groot (1988), cuyo enunciado, modificandole un

poco los datos, es el siguiente:

Para la fabricacion de un gran lote de articulos se utilizan tres maquinas: M;, M, y Ms. Supdngase
que el 60% de los articulos fueron producidos por la maquina My, el 30% por la maquina M,y el 10%
por la maquina Ms. Supdngase ademas que el 10% de los articulos fabricados por M; son defectuosos,
el 30% de los articulos fabricados por M, son defectuosos y el 40% de los articulos fabricados por Ms
son defectuosos. Por Gltimo, supdngase que se selecciona al azar uno de los articulos del lote y resulta
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ser defectuoso. ¢Cudl es la probabilidad que este articulo haya sido producido por M;?, ¢Cual
maquina es mas probable que lo haya fabricado?

Rossman y Short (1995) proponen la construccion de una tabla de doble entrada con la
siguiente estructura:

Defectuosos No Defectuosos Total fila

Maquina 1
Maquina 2
Maquina 3

Total
Columna

y una serie de preguntas dirigidas a los estudiantes para completar dicha tabla:

1. De cada 100 articulos producidos, ;Cuantos fueron fabricados por la maquina M,?,

(Por My?, (Por M3?.

2. De los articulos fabricados por la méaquina 1 ;Cuantos se esperaria que fueran

defectuosos?. Igual para las maquinas M, y M.

3. (Cuantos articulos del total de 100 en la tabla son defectuosos?, ;Cudntos son no
defectuosos?

Las respuestas a las preguntas planteadas en el numeral 1 corresponden a los totales de
fila; los del numeral 2, se colocan en la columna “Defectuosos” para cada maquina y permiten
de una vez conocer el nlimero de articulos no defectuosos para cada maquina. Las respuestas
a las preguntas del numeral 3 son los totales por columna.

Con los datos del problema enunciado, la tabla queda constituida de la siguiente manera:

Defectuosos No Defectuosos Total fila
Maquina 1 6 54 60
Méquina 2 9 21 30
Maquina 3 4 6 10
Total
Columna 19 81 100
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Senalan los autores que, una vez construida esta tabla, los estudiantes pueden leer en ella,

sin ninguna dificultad, la respuesta a la primera pregunta del problema: del total de articulos

defectuosos, ;Qué proporcion ha sido fabricada por la maquina 1?, cuya respuesta es o
. . 9 L
Igualmente se observa que, para la maquina 2 esta proporcion es m y para la maquina 3 es

4 . . .
19’ siendo M, la respuesta a la segunda pregunta del problema; es decir, si el articulo

seleccionado es defectuoso hay una mayor probabilidad que haya sido fabricado por la
maquina 2.

Siguiendo este proceso, lo que se busca es que los estudiantes, intuitivamente y sin que se
mencione el Teorema de Bayes, puedan en un primer momento comprender que lo que estan
haciendo es determinando la probabilidad a posteriori de que un articulo, que ya se sabe que
fue fabricado con defecto, provenga de una maquina en particular. Sostienen ademads los
autores que el analisis de un ejemplo como éste contribuye a evitar problemas vinculados con
la Falacia de la Tasa Base, pues al calcular dicha probabilidad es facil ubicar la base que
corresponde al total de defectuosos.

Luego, a través de preguntas apropiadas el docente induce a los estudiantes a identificar
los eventos y las probabilidades involucradas en el Teorema de Bayes, ain sin hacer mencion
a €1, como por ejemplo:

- ¢Cual es la probabilidad de que el articulo seleccionado haya sido producido por la
maquina 1?, ¢Y por My?, ¢Y por Ms?:

Las proporciones entre los totales de fila y el total general (100) representan las
probabilidades de los eventos B;: “El articulo seleccionado ha sido producido por la maquina
M;”, parai=1, 2, 3; esto es:

P[B, 1= —06; P[]

30 10
- -2 -03: P[B.]=—=0]1
100 35 P[B,] ’

100 100

- ¢,Cudl es la probabilidad que el articulo seleccionado sea defectuoso?:

194 PARADIGMA, Vol. XXI1X, N° 2, diciembre de 2008 / 187 - 219



Errores y dificultades en la resolucion de problemas verbales...

Esta viene dada por el cociente entre el total de la columna “Defectuosos™ y el total
general 100. Esto es, si A denota el evento “El articulo seleccionado es defectuoso”, entonces
P[A]= % =0,19

- Si el articulo fue producido por la maquina 2, ¢Cual es la probabilidad que sea
defectuoso?

Esto se traduce en una probabilidad condicional: P[A/B;] y esta viene dada por el cociente
entre el valor de la casilla Maquina 2 — Defectuoso y el total de fila para la Maquina 2; esto es:

9
P[A/Bz]=5.

Con estos valores y aplicando la definicion de probabilidad condicional, se calcula la

probabilidad que se desea conocer:

9 30
o,/ a) PE: A PIABIPIB] 301009
2 P[A] P[A] 19 19
100

Finalmente, podrd el docente proceder a formalizar el Teorema y hard referencia al
Teorema de la Probabilidad Total, aplicable en el calculo de la probabilidad que aparece en el

denominador de la Férmula de Bayes.

Las investigaciones de Lonjedo y Huerta (2005) se centran en la naturaleza de las
cantidades presentes en los problemas de probabilidad condicional y su influencia en la
resolucion de tales problemas. Sefialan que los datos pueden venir expresados en términos de
probabilidades, frecuencias o razones.

Si los datos corresponden a probabilidades, la probabilidad condicional solicitada en el
problema puede calcularse utilizando un razonamiento probabilistico y las relaciones entre las

P[ANB]

probabilidades dadas, empleando la formula: P[A/B] = P[B]

Cuando los datos estan expresados como frecuencias, el problema es de asignacion de
probabilidades, comparando dos nimeros cardinales, n(Am B) y n(B) que representan las

frecuencias con que ocurren ANB 'y B, respectivamente; la asignacién se hace entonces

utilizando un razonamiento aritmético y relaciones entre frecuencias mediante la expresion:
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p[a/g]="ACB)
n(B)

Si las cantidades aparecen como porcentajes o razones, de alguna manera representan
datos en términos de probabilidades, pero también pueden convertirse en frecuencias como ya
se sefald en la propuesta de Rossman y Short,

En este sentido, Lonjedo y Huerta (2005) sostienen que cuando los datos no estan
expresados en forma de probabilidades, quien resuelve el problema estd en capacidad de
interpretarlos de acuerdo al sentido que éstos tengan para la situacion estudiada y en funcion
de esto desplegard un proceso de resolucion que implique al pensamiento numérico o al
pensamiento probabilistico.

Cabe acotar en este punto que, ya a un nivel universitario como el que nos ocupa en este
trabajo, y mas siendo los sujetos futuros profesores de Matematica, es de esperarse que tengan
bien desarrollado el pensamiento numérico; por lo que, después de comprendido el significado
de la probabilidad a posteriori y la manera de asignarla (como puede hacerse con el uso de
tablas de doble entrada ya mencionado), se deberia hacer énfasis en el desarrollo del
pensamiento probabilistico, tradicionalmente dejado de lado por el manejo numérico de la
probabilidad.

Entre las conclusiones mas importantes obtenidas por Lonjedo y Huerta (2005) destacan
que el éxito en la resolucion de problemas de probabilidad, de probabilidad condicional y del
Teorema de Bayes no depende del uso correcto de las formulas correspondientes, porque los
estudiantes no siempre las usan aun cuando llegan a la respuesta correcta. Esto evidencia que
no interpretan los datos como probabilidades sino como razones o proporciones, dependiendo
su éxito no del razonamiento probabilistico sino del manejo de las operaciones aritméticas.

Diaz y De la Fuente (2006) en estudio exploratorio, con estudiantes de Psicologia, sobre
las dificultades en la resolucion de problemas que involucran el Teorema de Bayes, como
parte de un trabajo mas amplio (Diaz, 2007), compararon el desempefio de los estudiantes en
esta tarea antes y después de la instruccion, destacando los errores que cometen.

La investigacion consistido en proponer tres preguntas de seleccion sobre el Teorema de
Bayes con respuestas cerradas que incluian distractores para detectar diversos tipos de errores
y cuyos enunciados variaban la naturaleza de los datos. Luego se ensefid la probabilidad

condicional y con ésta, el Teorema de la Probabilidad Total y el Teorema de Bayes, dedicando
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tres clases teoricas y dos practicas. Se instruyo a los estudiantes sobre el uso de diagramas de
arbol y tablas de doble entrada; se les alertd sobre los sesgos en el razonamiento asociados a
las falacias de la conjuncién, de la tasa base y del eje de los tiempos. Transcurrido un mes
después de la ensefianza se realizé una nueva evaluacion abierta en la que se presentaron tres
problemas para que cada alumno escogiera uno de ellos y lo resolviera.

Los resultados de esta investigacion sefialan que los errores cometidos por los estudiantes,
organizados de mayor a menor frecuencia fueron:

- No identificacion o identificacion incorrecta de los datos

- Confundir probabilidad simple y condicional

- Error en la particién del espacio muestral

- Construccion incorrecta de diagramas de arbol

- Error en la aplicacion de la Formula de Bayes

- Fallas en el razonamiento proporcional y en las operaciones con fracciones

- Confusion entre probabilidad condicional y probabilidad conjunta

- Falacia de la tasa base

- Confundir un evento con su complemento

- Confundir una probabilidad condicional con su inversa; esto es, confundir

P[A/B] con P[B/A]

- Error en el célculo de la probabilidad total.

Entre las conclusiones de este estudio, las autoras sefialan que: (a) El Teorema de Bayes se
presenta como un objeto de gran complejidad, para cuya comprension se requieren conceptos
y propiedades previas que también son dificiles para los estudiantes, como son: probabilidades
simples, compuestas y condicionales; particion del espacio muestral; evento y su complemento
y, el teorema de la Probabilidad Total; (b) Aun cuando el uso de datos frecuenciales puede
facilitar a los estudiantes la resolucion de cierto tipo de problemas, el formato probabilistico es
mas facil de generalizar y de emplear sobre todo cuando se trata de experimentos que se
realizan en varios pasos, y (c) Debe fomentarse la ensefianza del Teorema de Bayes por su
utilidad en el proceso de toma de decisiones, presentando a los estudiantes una variedad de

aplicaciones en problemas reales, proponiendo situaciones atractivas y el uso del computador.
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FUNDAMENTACION TEORICA

El Teorema de Bayes
Este teorema lleva el nombre del reverendo Thomas Bayes (1701 — 1761) quien lo

formuld. También se conoce como la Regla de Bayes y formula una técnica para calcular
probabilidades condicionales, pero no en el sentido directo en que esto se puede hacer, es
decir: determinar la probabilidad de que habiendo ocurrido un evento A, ocurra un suceso B,
lo que es igual a % El planteamiento que hace Bayes es: sabiendo que A ha ocurrido,
se puede calcular la probabilidad de que provenga de alguna de las posibles causas, B;; o que
B; sea causa de A.

En el Teorema de Bayes, a partir de un conjunto de probabilidades a priori de ciertos
eventos, se calculan las probabilidades a posteriori, que vienen a ser las probabilidades de
esos eventos corregidas ante la evidencia de que un determinado suceso ha tenido lugar.

El teorema de Bayes tiene como punto de inicio una particion del espacio muestral en un
conjunto de eventos mutuamente excluyentes, B, B, ....B,, y la suposicion que la ocurrencia
de uno de ellos es una condicidon necesaria para que ocurra el evento A, al cual llamaremos
evento principal. En este contexto, y sabiendo que A ha ocurrido, interesa determinar la
probabilidad de que éste haya sido generado por algin B; en particular, es decir P[B;/A].

Por la definicion de probabilidad condicional, esto se traduce en:

P[B, ~nA] P|A/B;|P[B;]

Y

(1)

Asi, basta calcular P[A] para tener la Férmula de Bayes. Como A esta condicionado a la
ocurrencia de los eventos de la particion, By, By, ....B, , es posible que A sea generado por B;.
o que sea generado por B, ... y asi sucesivamente hasta B,; pero cada una de estas
posibilidades corresponde a un evento compuesto de la forma AMNB,;, siendo ellos
mutuamente excluyentes entre si, por lo que

P[A]=P[AnB,]+P[ANB,]+...+P[ANB, ]
y, mediante la definicion de probabilidad condicional esta probabilidad se escribe como:
P[A]=P[A/B,]P[B, ]+ P[A/B,]P[B,]+....+ P[A/B,]P[B,]
O bien:
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>

P[A]=Y P[A/B,]P[B,] (Teorema de la Probabilidad Total)

i=1
Sustituyendo esta expresion en (1) se tiene la Formula de Bayes:
PA/B, |P[B |

n

S:p[are, JP[5]

i=1

P[B, /A=

la cual contiene los elementos a considerar en la solucion de los problemas que involucren el
calculo de probabilidades a posteriori mediante un razonamiento probabilistico:

- Un conjunto de eventos B;, 1 =1, 2, ...,n que forman una particion del espacio muestral
y sus respectivas probabilidades a priori, P[B;]

- Un evento principal A y su probabilidad de ocurrencia condicionada a cada una de sus
posibles causas: P[A/Bi]; 1=1,2,3....n

- La probabilidad de A calculada a partir del Teorema de la Probabilidad Total

- La probabilidad a posteriori de B; sabiendo que A ha ocurrido: P[Bj/A].

En la mayoria de los textos de probabilidad (Canavos, 1988; De Groot, 1988; Mood,
Graybill and Boes, 1974; Ortega, 1998; Meyer, 1973; Milton y Arnold, 2004) se introduce
previamente el Teorema de la Probabilidad Total y luego por aplicacion directa de la
definicion de probabilidad condicional se deduce el Teorema de Bayes.

A pesar de que, como se acaba de mostrar, el Teorema de Bayes se puede obtener a partir
de las leyes basicas de la probabilidad ha recibido muchas objeciones. De alguna manera
permite incorporar el grado de creencia de las personas a medida que se obtiene mas
informacion sobre los sucesos que condicionan a un evento dado; pero en muchos casos,
cuando no se tiene informacion precisa se puede tender a hacer suposiciones no sustentadas
para las probabilidades a priori de los eventos B; que particionan el espacio muestral, pero
como lo sefialan Wadsworth y Bryan (1979), esto no es un defecto sino mas bien una mala
aplicacion del mismo. Por su parte, Meyer (1973) sostiene que el Teorema de Bayes
“Matematicamente es perfectamente correcto; sélo la eleccion impropia de P[B;] hace el
resultado objetable” (pp 40-41) .

Por otro lado, se ha argumentado que en algunas situaciones no hay multiplicidad de
causas posibles, B;, sino un solo evento B que condiciona a A; pero en este caso, tampoco

existe un problema real porque el evento B y su complemento son disjuntos y particionan el
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espacio muestral, en cuyo caso la formula de Bayes es aplicable (Wadsworth y Bryan, 1979, p.
19)

Los enunciados de los problemas que aparecen en los libros de texto dan pistas para
conocer todas las probabilidades simples y condicionales requeridas para calcular la
probabilidad inversa deseada, pero en situaciones no escolares, donde no existe esa facilidad,
se pueden asignar las probabilidades a priori a partir de consideraciones tedricas o disefiar
experimentos a pequefia escala para aproximarlas a través de la frecuencia relativa (Wadworth
y Bryan, 1979, p. 33).

Por su parte, Batanero (2004) sefiala que con el Teorema de Bayes se formaliza el cambio
del grado de creencia sobre un suceso a partir de nuevos datos que vayan apareciendo y no es
que se tenga que asignar probabilidades en ausencia de informacion sino que en general si se
tiene conocimiento sobre los sucesos implicados, la cual se puede utilizar para la asignacion
de probabilidades.

Dejando de lado estas objeciones, se resalta el valor de los aportes del reverendo Bayes a
la inferencia estadistica, dando origen a lo que se conoce como Inferencia Bayesiana de

amplio uso en la investigacion cientifica en diversos campos del conocimiento.

La Resolucion de Problemas en el Aprendizaje y la Ensefianza de la Probabilidad

En este trabajo se entiende la resolucion de problemas en el sentido que lo hace Santos
(1997): una forma de pensar que induce al estudiante a desarrollar habilidades y utilizar
diferentes estrategias en su aprendizaje de las diversas areas de la Matematica, entre ellas la
Probabilidad. Precisamente, una de las cuestiones que diferencia el estudio de la Probabilidad
de otras areas como el Algebra y el Célculo, en el nivel en el cual se desarrolla esta
investigacion, es que éste se centra en la resolucion de problemas como estrategia de
aprendizaje y de ensefianza.

Este articulo trata de la resolucion de problemas inherentes al Teorema de Bayes, no s6lo
como una aplicacién de dicho teorema después de la instruccion por parte del profesor, sino
como mecanismo para la re-creacion de los conceptos y para promover la reflexion y el
desarrollo del pensamiento probabilistico, en particular el razonamiento bayesiano tan
importante en la toma de decisiones en situaciones donde la informacién previa incide en la

probabilidad de ocurrencia de un fenémeno.
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Estrategias para la Resolucion de Problemas Inherentes al Teorema de Bayes
Como en cualquier problema matematico, en aquellos inherentes a la utilizacion del

Teorema de Bayes es aplicable el modelo de Polya que implica seguir los siguientes pasos:

1. Comprension del problema

2. Identificacion de datos y condiciones

3. Concepcion de un plan para resolverlo

4. Aplicacion del plan

5. Verificacion de la factibilidad de los resultados obtenidos.

Pero, considerando lo que sefiala Schoenfeld (1989) respecto a la aplicacion de las
heuristicas de Polya en el sentido que éstas deben ser discutidas a un nivel contextualizado
para evitar la idea de un proceso mecanizado en la solucion de este tipo de problemas que se
inscriben en la clasificaciéon de Fredericksen (1984) como problemas estructurados que
requieren un ‘“pensamiento productivo”.

El primer paso, el referido a la comprension del enunciado del problema, segun la
experiencia de la autora e investigaciones previas sobre el tema, pareciera ser una de las
mayores dificultades que se les presentan a los estudiantes cuando tienen que resolver
problemas de probabilidad, mas atn si se trata de probabilidad condicional y dentro de ella,
sobre el Teorema de Bayes. Ricciardi y Pérez (2006), al estudiar la problematica de la
comprension en la resolucion de problemas de probabilidad en la UPEL-IPM, llegaron a una
categoria explicativa que ellos denominaron “Dificultad para transformar el enunciado de los
problemas al lenguaje probabilistico”, atribuyendo esa situacion al modo textual en que éstos
aparecen, y destacan a su vez que cuando se trata de problemas de aplicacion del Teorema de
Bayes la dificultad es mayor por la cantidad de datos y condiciones que deben identificar en el
mismo.

El plan que se sugiere a los estudiantes del curso Probabilidad y Estadistica Inferencial
para la resolucion del tipo de problemas que nos ocupa consiste en:

a. Identificar el evento principal A y enunciarlo formalmente.

b. Identificar los eventos condicionantes B; que forman la particién del espacio muestral y
enunciarlos formalmente.

c. Determinar, a partir de los datos del enunciado, las probabilidades a priori de los

eventos B;, P[B;], y la del evento principal A condicionada a la ocurrencia de los B;: P[A/B;].
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d. Aplicar el Teorema de la Probabilidad Total para calcular la probabilidad de A: P[A]

e. Sustituir valores en la Férmula de Bayes y realizar los calculos respectivos.

f. Analizar la factibilidad de que la respuesta obtenida sea correcta con el fin de descartar
resultados no validos, como por ejemplo obtener una probabilidad negativa o mayor que 1, o
valores que puedan ir en contra de lo esperado.

En este plan de resolucion, acordado de manera consensuada con estudiantes que han
cursado la materia en semestres anteriores, no implica que los pasos a, b y ¢ se hagan en ese
estricto orden, pues la identificaciéon de los eventos y sus probabilidades dependen del
enunciado del problema y de la forma como los estudiantes lo interpreten. Por otra parte, su
aplicacion conlleva a la utilizacion de una serie de estrategias de representacion para facilitar
la determinacion de las probabilidades que son requeridas; entre ellas se encuentran, ademas
de las tablas de doble entrada, los diagramas de arbol y los diagramas de areas.

En la construccion del diagrama de arbol, en la primera ramificacion se consideran los
eventos B; y se colocan sus probabilidades, P[B;i]. En la segunda ramificacion, para cada B; se
considera la probabilidad de que ocurra A: P[A/B;] o que ocurra su complemento: P[A“/B;].
En los puntos finales de las ramificaciones se colocan las probabilidades conjuntas de que

ocurran A y Bi: P[AnB,]. Al sumar esas probabilidades se tiene el denominador de la

Formula de Bayes y el numerador vendrda dado por el punto final de la ramificacion

correspondiente: P[A NB; J El diagrama queda entonces de la siguiente manera:

3~ PIANB,]

En el diagrama de area, en un plano cartesiano se ubican las P[B;] en el eje de las

abscisas y las P[A/Bj] en el eje de las ordenadas. El area de los rectdngulos determinados por
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las intersecciones de estos valores dan las probabilidades conjuntas. P[ANB;], como se

muestra a continuacion para el caso de i = 3.

P[AE;]
& £1=F[AE1]. P[B1]

£3=F[AMB] . P[Bal

E[AB1]
A3=FP[&E:]. P[Bs]
ElAEBa]

Ay

E[#/Bs]

As

* BBl
E[E1] F[BEal P[Esz]
Heuristicas y Sesgos en el Razonamiento Bayesiano

Como ya se ha mencionado, son multiples las heuristicas y sesgos presentes en el
razonamiento probabilistico, no solo en los estudiantes que se inician en el tema, sino también
en personas con una formacioén avanzada en el area (Serrano, Batanero, Ortiz y Cadizares,
1998). En el caso del razonamiento bayesiano destaca la presencia de las falacias de la tasa
base, del eje de los tiempos y de la condicional transpuesta.

Falacia de la Tasa base

La tasa base es la frecuencia de un tipo genérico de eventos sin considerar informacion
alguna sobre un caso especifico. Cuando se desea asignar la probabilidad a un suceso,
generalmente se dispone de dos tipos de informacion: Una genérica sobre la frecuencia de
ocurrencia de sucesos de ese tipo, y una especifica sobre el caso particular en estudio. Cuando
se contrasta la informacion de segundo tipo, la de primer tipo se llama informacion sobre la
tasa base. Cuando no se dispone de la informacién genérica, las probabilidades se asignan en
funcion de la informacion especifica; pero el conocimiento de la tasa base modifica las
probabilidades de una ocurrencia especifica del suceso. No obstante, ocurre que muchas
veces, aun cuando se tienen ambos tipos de informacion, las probabilidades se asignan so6lo
con base en la informacion especifica, obviando la informacién genérica. Esto es lo que
conoce como Falacia de la Tasa Base (Tversky y Kahneman, 1982).

Algunas investigaciones psicologicas reportadas por Koehler (1998) sugieren que, en

general, las personas, incluyendo aquellas con formacion estadistica, ignoran las tasas base al
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asignar probabilidades. En lo relativo a la aplicacién del Teorema de Bayes, Diaz y De la
Fuente (2006) senialan que la Falacia de la Tasa Base se refiere al hecho de ignorar las
probabilidades a priori del suceso en problemas que involucran el célculo de probabilidades
inversas.

Falacia del Eje de los Tiempos

En los problemas bayesianos el evento principal A y los eventos condicionantes B; pueden
ocurrir simultdneamente (situacion sincronica), o pueden ocurrir de manera secuencial
(situacion diacrénica). En esta ultima situacion las causas o eventos que particionan el espacio
muestral se dan previos en el tiempo en relacion al evento que ellos condicionan, pero lo que
interesa en el razonamiento bayesiano es cémo el conocimiento de que A ya ha ocurrido
modifica la probabilidad de que cada una de las posibles causas haya sucedido; es decir,
interesa P[Bj/A]. Cuando se tiene la creencia que un suceso determinado no puede
condicionar la de otro que ya ha tenido lugar se esta en presencia de la Falacia del Eje de los
Tiempos, cuya incidencia en la comprensién y aplicacion del Teorema de Bayes ha sido

estudiada ampliamente por Grass y Totohasima, referidos por Diaz y De la Fuente (2007).

Falacia de la Condicional Transpuesta

Cuando se introduce el concepto de probabilidad condicional, sobre todo en una situacion
sincronica representada en una tabla de doble entrada, restringiendo el espacio muestral a la
satisfaccion de un suceso dado, es posible derivar de inmediato las formulas para P[A/B] y
P[B/A]. En el enunciado de un problema, para identificar el evento condicionante se emplean

2

expresiones como: “Si.....”, “Dado que ....”, “Si se sabe que ....”; Sin embargo muchos
estudiantes tienen dificultad para identificar cudl de las dos probabilidades es la que se pide en
la pregunta del problema y la confusion entre ellas es lo que se conoce como la Falacia de la
Condicional Transpuesta.

En situaciones diacrdnicas, donde interesa la probabilidad de un evento A condicionado en
un evento B acontecido con anterioridad hay menos presencia de esta falacia en la

identificacion correcta de la probabilidad condicional correspondiente. En el caso del

Teorema de Bayes, ésta se da en conjunto con la Falacia del Eje de los Tiempos.
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ORIENTACIONES METODOLOGICAS

Metodologicamente partimos de la idea de que investigar en educacion es una busqueda
constante de alternativas que nos alejen de la rutina y nos acerquen a nuevas formas de
afrontar los problemas y limitaciones que se hacen evidentes en el ambiente escolar tanto para
el docente en su accion pedagdgica como para los estudiantes en su comprension y
aprendizaje. La investigacion, como base para el aprendizaje, tal como lo plantea Stenhouse
(1998), exige que las acciones que se tomen durante el proceso investigativo y que las
implicaciones tedricas de sus resultados también se comprueben en el ambito escolar; por ello,
este autor sugiere que los profesores se pregunten si las observaciones mas o menos
difundidas en la literatura cientifica sirven para su situacion especifica. Es decir, que lleven a
la practica experiencias que han sido exitosas en otros ambitos adaptandolas a sus condiciones
particulares.

Este es el principio que hemos seguido en este caso, el cual se centrd en el estudio del
Teorema de Bayes y sus aplicaciones a la solucion de problemas de célculo de probabilidades
inversas. La investigacion se llevo a cabo durante el desarrollo del curso Probabilidad y
Estadistica Inferencial que se ofreci6 en la Especialidad de Matematica en la UPEL-IPM
durante el lapso académico Octubre 2006—Febrero 2007, pudiendo caracterizarse como un
estudio de caso cualitativo descriptivo con una orientacion hacia la accion en el aula y con un
enfoque interpretativo, siendo el docente a la vez investigador y profesor del curso y los 20
estudiantes (futuros profesores de Matematica) inscritos los sujetos de estudio.

Los instrumentos y las técnicas de recoleccion de informacion utilizados fueron: talleres
grupales y una prueba escrita, ademas de sesiones de discusion grupal que se realizaron
después de la aplicacion de estos instrumentos para conocer sobre la actuacion de los alumnos
y reorientar las acciones en caso de ser necesario. Tanto para los talleres como para la prueba
escrita, la validez queda garantizada pues en la seleccion de las preguntas se tomo en cuenta
los diversos tipos de elementos que pueden estar presentes en los enunciados, la posibilidad de
emplear la variedad de estrategias de representacion y la factibilidad de detectar errores y
heuristicas presentes en el razonamiento de los estudiantes. Por otra parte, el nivel de

dificultad de los problemas fue similar al de aquellos abordados en clase.
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DESCRIPCION DE LA EXPERIENCIA

De acuerdo con el programa del curso Probabilidad y Estadistica Inferencial, éste se inicid
abordando los conceptos bésicos de probabilidad y sus aplicaciones, trabajando previamente
con situaciones de conteo mediante la resolucion de problemas que permitieran englobar los
diversos modelos y operaciones combinatorias. Luego de haber sido cubiertos estos conceptos
introductorios, se realizé una evaluacion a través de un taller grupal que a su vez sirvié6 como
diagnostico sobre los conocimientos previos de los alumnos referidos al tema de interés.

Posteriormente, se inici6 el estudio de la probabilidad condicional planteando un problema
cuyos datos, expresados en términos de frecuencias absolutas, estaban organizados en una
tabla de doble entrada. A partir del analisis de dicha tabla y siguiendo la técnica de la
pregunta, los estudiantes lograron establecer probabilidades condicionales del tipo P[A/B],
mediante la reduccion del espacio muestral a los puntos muestrales que satisfacian el evento
B; igualmente se visualizaron la probabilidades conjuntas, P[ANB] y la probabilidad del
evento B, P[B], para luego, mediante operaciones algebraicas concluir que:
P[A/B]= PlAnB]

P[B]

Luego de comprendida esta definicién, se siguié con la resolucion de problemas
expresando los datos en diferentes tipos de magnitudes: frecuencias, porcentajes, razones y
probabilidades.

A continuacion se procedid a introducir el Teorema de Bayes siguiendo las
recomendaciones de Rossman y Short (1995); es decir, utilizando el problema clasico de
identificacion de la procedencia de un articulo defectuoso, se pasé a la elaboracion de la tabla
de doble entrada y con las preguntas apropiadas se llegd a calcular las probabilidades a
posteriori deseadas, sin haber hecho mencion previa al Teorema de Bayes. Posteriormente,
para este mismo problema, los datos se expresaron en forma de probabilidades y se
representaron en un diagrama de arbol, lo cual permitid visualizar mas claramente la
probabilidad a posteriori que se pedia en el enunciado.

Finalmente, se enunci6 formalmente y se demostrdé dicho teorema, destacando que la
probabilidad que aparece en el denominador de la Formula de Bayes se calcula a través del
Teorema de la Probabilidad Total. Concluida la formalizacién se continud con la resolucion

de problemas de probabilidades a posteriori, para lo cual se consideré fundamental:
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- Insistir en la comprension del enunciado con el fin de identificar correctamente los
datos y condiciones que llevaran a la aplicacion del modelo de resolucion de problemas
especificado en la fundamentacion tedrica.

- Enfasis en la diversidad de datos y en la forma de traducirlos en términos de las
probabilidades requeridas.

- Esquematizacion de los datos en la representacion que fuera mas conveniente: tabla de
doble entrada, diagrama de arbol o diagrama de area.

- Llamada continua de atencion sobre la presencia de las falacias de la tasa base, del eje
de los tiempos y de la condicional transpuesta, pues éstas en general conllevan a
razonamientos erroneos que afectan la comprension del problema y su resolucion, ademas de
ser una manifestacion de ciertas desviaciones en el pensamiento probabilistico de los
estudiantes.

La siguiente accion fue la ejercitacion supervisada o mediada por el docente a través de:

- Elaboracion de una guia con 20 problemas donde se incluia la diversidad de formas de
presentacion de los datos y donde se podian crear distintas vias de representacion. Algunos de
estos problemas fueron resueltos en grupos pequeios y otros en forma individual.

- Asignacion de un estudiante preparador quien desarrolld dos jornadas semanales de
consulta con los participantes en la investigacion.

- Realizacion en clase de un taller en grupos pequefios, 2 o 3 estudiantes, previo a la
aplicacion de la prueba escrita. Después de la revision del taller por parte del docente se
realizd en clase una sesion de discusion de los problemas contemplados en el mismo con el
fin de aclarar las dudas y los errores de los estudiantes.

Después de tres semanas de iniciado el tema en estudio, con una dedicacion de seis horas
académicas semanales distribuidas en tres sesiones de dos horas cada una, se aplicd una
prueba escrita individual que contenia tres problemas de aplicacion del Teorema de Bayes,
para cuya resolucion se pidio a los estudiantes que explicaran el procedimiento seguido por
ellos. Una vez corregidos los exdmenes se realizd una sesion de discusion extra clase para
conocer las limitaciones y dificultades que se les presentaron a los alumnos en la busqueda de

la solucién a los problemas propuestos.

PARADIGMA, Vol. XXIX, N° 2, diciembre de 2008 / 187 — 219 207



Nelly A. Ledn Gémez

ALGUNOS RESULTADOS

Primer Problema

El enunciado de este problema fue el siguiente:

“Una empresa recibe visitantes en sus instalaciones y los hospeda en tres hoteles de la ciudad:
Morichal Largo, Stauffer y Luciano Junior en una proporcion de 18,5%, 32% y 49,5%,
respectivamente, de los cuales se ha tenido informacién que se les ha dado un mal servicio en un 1%,
2,8% y 4% respectivamente. Se selecciona un visitante al azar y si éste no se queja del servicio
recibido, ¢ Cudl es la probabilidad que haya sido hospedado en el hotel Morichal Largo?

En el Cuadro 2 se muestra la actuacion de los alumnos en la resolucion de este problema
con el uso del modelo seguido en clases. Como se observa, hubo un aceptable numero de
respuestas correctas en los primeros pasos del modelo, pero dicho nimero fue decreciendo a
medida que se avanzaba en sus componentes, para llegar a s6lo 7 estudiantes que calcularon
correctamente el valor de la probabilidad solicitada.

Cuadro 2
Resultados de la Correccion del Primer Problema

Paso del proceso de solucién Correctas | Incorrectas No
respondi6

Identificacion del evento principal (A) 13 2 5
Identificacion eventos de la particion (B;) 12 2 6
Identificacion probabilidad eventos B; 11 4 5
(P[Bi])
Identificacion  probabilidad de evento A 10 5 5
condicionado a B; (P[A/B;])
Célculo P[A] (Teorema de la Probabilidad Total) 7 7 6
Identificacion probabilidad solicitada 7 6 7
(P[B/A])
Aplicacion Foérmula de Bayes 7 4 9

En la sesion de discusion grupal que sigui6 a la aplicacion de la prueba, los estudiantes
manifestaron en su mayoria, incluyendo a muchos de los que no dieron la respuesta correcta,
que éste fue el problema mas sencillo y que no tuvieron dificultades en reconocer que se
trataba de un problema de aplicacion del Teorema de Bayes, pues lo asociaron con el de
localizacion de la procedencia de un objeto defectuoso, haciendo la analogia de los hoteles con
las maquinas y del mal servicio con los articulos defectuosos. Mencionaron, sin embargo,
haber tenido confusion pues en la pregunta la probabilidad condicional estaba enunciada en

términos del complemento.
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Varios fueron los errores cometidos por los estudiantes y entre ellos destacamos los mas

singulares en cuanto al razonamiento seguido en su resolucion:

“Sumando el % de los visitantes que han tenido mal servicio tenemos que el 7,8% de los visitantes recibi6
mal servicio, restamos esto a 100% y obtenemos que el 92,2% de los visitantes recibio buen servicio. Por esto se
puede decir que la P de que el visitante seleccionado haya recibido buen servicio es:

92,2
100

B: El visitante fue hospedado en el Morichal Largo

A: El visitante recibi6 buen servicio; P[A]=

Del 92,2% de los visitantes que fueron atendidos, el 17,5% se hospedé en el hotel Morichal Largo, esto lo
17,5

extraimos (Sic) de restar el % de hospedados y el % de visitantes mal atendidos. .'. P[B] = 90

En primer lugar se observa en este procedimiento que el estudiante ha sumado los
porcentajes correspondientes a las personas que han recibido mal servicio sin tomar en cuenta
las tasas bases para cada caso, referidas a la cantidad de personas hospedadas en cada hotel.
De esta manera calcula la probabilidad de haber recibido un buen servicio como complemento
a esa suma y sin aplicar el Teorema de la Probabilidad Total. Es obvio, ademas, que se trata
de un problema de aplicacién del Teorema de Bayes y calcula de una manera insospechada
una probabilidad que no es la pedida, pues ésta ya aparece explicitamente sefalada en el
enunciado del problema: “Probabilidad de que el visitante fue hospedado en el hotel Morichal
Largo™: para ello resta al porcentaje de hospedados en ese hotel, el porcentaje de estos que
recibieron mal servicio y finalmente forma el cociente entre esta diferencia y el porcentaje que
segun sus calculos corresponde a la prestacion de buen servicio tomando en conjunto los tres
hoteles.

El siguiente esquema de resolucion, seguido por otro estudiante, ilustra una inconveniente
denotacion de los eventos, que cred confusiones que impidieron la correcta solucion del
problema:

“M = {Se hospedan en el Morichal}; P[M] =0,185

S = {Se hospedan en el Stauffer}; P[S] =0,32

L = {Se hospedan en el Luciano}; P[L] = 0,32

A = {Recibié mal servicio en el Morichal largo}; P[A] =0,01

A°® = {Recibi6 buen servicio en M.L.}; P[A"]=1-P[A]=1-0.01=0,99
B = {Recibi6 mal servicio en elS}; P[B] =0,281

B® = {Recibié buen servicio en S.}; P[B]= 1 - P[B]=1-0.028 = 0,972
C = {Recibié mal servicioenel L.J.}; P[C] =0,04
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C® = {Recibi6 buen servicioen L.J.}; P[C°]=1-P[C]=1-0.04=0,96

T = {Recibié un buen servicio}; P[T] = P[M/A°]P[A®] + P[S/B°].P[B] + P[L/C°]P [C®].”

La estudiante identifica bien los eventos que forman la particion del espacio muestral y los
denota por las iniciales de los nombres de los hoteles, M, S y L, pero luego no identificé el
evento principal sino que definid los eventos compuestos que corresponden a recibir un mal
servicio y estar hospedados en cada hotel, confundiendo éstos con las situaciones
condicionales de recibir un mal servicio dado que se ha estado hospedado en un determinado
hotel. Finalmente, al aplicar el Teorema de la Probabilidad Total, llama T al evento principal
“Recibir un buen servicio”, pero al aplicar mal la formula muestra la presencia de la Falacia de
la Condicional Transpuesta

En cuanto a las formas de representar los datos, la mas usada fue la tabla de doble entrada,
de las cuales se muestran dos que contienen errores en su elaboracion:

1. El estudiante, sin identificar ninguno de los eventos, presenta un cuadro elaborado de la

siguiente manera:

M.L ST LJ Total
M.S 1 2,8 4 7,8
B.S 17,5 29,2 45,5 92,2
Total 18,5 32 49,5 100
92,2

y calcula P[B.S]= g =092

En este caso, el estudiante tratd de seguir las sugerencias de Rossman y Short, tratadas en
clase, pero en lugar de llevar los datos a frecuencias simples con base en 100 personas, trabajo
directamente con los porcentajes, cometiendo una serie de errores como: confundir
probabilidades conjuntas con probabilidades condicionales, obviar las tasas base, calcular en
forma incorrecta los porcentajes correspondientes a los eventos complementarios, entre otros.
Los calculos realizados por este estudiante no s6lo muestran un bajo razonamiento
probabilistico, sino algo mas grave para alguien que se supone debe tener un conocimiento
matematico avanzado, como es el mal manejo de los porcentajes, situacion que debe llevar a

la reflexion en cuanto a la formacion de los futuros docentes de Matematica.
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2. Otra tabla que llam¢ la atencion fue construida de la siguiente manera:

Visitan Mal servicio
Morichal Largo 0,185 0,01
Stauffer 0,32 0,028
Luciano Junior 0,495 0,04
Total 1 0,078

Luego el estudiante define los siguientes eventos:

A = {Obtener un visitante al azar del Morichal Largo}
B = {Obtener un mal servicio} B®= {Obtener un buen servicio}

]ZPMmBﬂ

Finalmente, plantea la siguiente expresion P[A/ B* T pero no logra continuar

resolviendo el problema.

Esta estudiante simplemente trat6 de aplicar la definicidon de probabilidad condicional sin
implicar al Teorema de Bayes, por lo que no se percaté de las probabilidades condicionales
inmersas en el enunciado; ademds, la construcciéon de la tabla no ayudd a visualizar esos
valores, sino que por el contrario la llevd a cometer el mismo error del caso anterior al sumar

los porcentajes de recepcion de mal servicio.

Segundo Problema
El enunciado de este problema fue el siguiente:

“Una compafiia de seguros sabe por su propia experiencia que los clientes que tienen fondos
suficientes en sus cuentas ponen, por error, fecha adelantada en sus cheques una vez de cada 1000,
mientras que los que firman cheques sin fondos siempre ponen fecha adelantada. El ultimo grupo
constituye el 1 por 100 del total. Un cajero recibe de un cliente un cheque con fecha adelantada
¢ Cual es la probabilidad que ese cliente tenga fondos suficientes?””.

En este segundo problema los niveles de dificultad para los estudiantes fueron mayores
que en el primero; consecuentemente solo tres de ellos lograron llegar hasta la aplicacion de

la Férmula de Bayes y dieron la respuesta correcta, tal como se muestra en el Cuadro 3.
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Cuadro 3
Resultados de la Correccion del Segundo Problema
Paso del proceso de solucion Correctas | Incorrectas No
respondié

Identificacion del evento principal (A) 7 5 8
Identificacion eventos de la particion (B;) 6 6 8
Identificacion probabilidad eventos B; 5 2 13
(P[Bi])
Identificaciéon probabilidad de evento A 4 6 10
condicionado a B; ( P[A/B;] )
Célculo P[A] (Teorema de la Probabilidad 4 3 13
Total)
Identificacion probabilidad solicitada 4 4 12
(P[B/A])
Aplicacion Formula de Bayes 3 4 13

Ya desde el primer paso los porcentajes de respuestas correctas fueron menores en
comparacion con el problema anterior, pues sélo 7 estudiantes identificaron bien el evento
principal y 6 lo hicieron con los eventos de la particion. Destaca en la tabla, no solo que los
porcentajes de respuestas correctas fueran bajos, sino que la mayoria de los estudiantes ni
siquiera aventurd una posibilidad en cada caso.

La dificultad principal en identificar todos los eventos involucrados, en opinioén de los
estudiantes, radicd en no poder determinar cuales de ellos conformaban la particion, pues en
cada situacion habia dos opciones: Cheques con o sin fecha adelantada y cuentas con o sin
fondos suficientes. Se esperaba que los estudiantes identificaran el evento principal A : “El
cliente emite un cheque con fecha adelantada” y la particiéon formada por los eventos B : “El
cliente tiene fondos suficientes en su cuenta” y su complemento B : “El cliente tiene fondos
insuficientes en su cuenta”. En este caso, estd latente una de las objeciones al Teorema de
Bayes referida a la ausencia de multiplicidad de causas, pero como ya se acoté antes, el
evento B y su complemento forman una particion del espacio muestral. Cuando la particion
esta formada por mas de dos eventos, los estudiantes la identifican con mas facilidad y esto los
lleva “por descarte” a reconocer el evento A.

Para los que identificaron correctamente estos eventos, la principal limitacion estuvo en la
determinacion de P[A/B] implicita en la expresion “Mientras que los que firman cheques sin
fondo siempre ponen fecha adelantada™, correspondiéndole el valor de 1. Ademas, los
estudiantes manifestaron que no fue facil para ellos hacer la analogia con el problema de las

maquinas y los defectuosos, como si pudieron hacer en el primer caso.
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Entre los estudiantes que, habiendo identificado bien los eventos, no dieron con la
respuesta correcta prevalecio el siguiente esquema de resolucion:
A : “Cheque con fecha adelantada™
B; : *“Cheque sin fondo™’; B, : “Cheque con fondo insuficiente en la cuenta”
1 1 99
P|B,|=—: P|B,|=1-—=—
8] 100 2. 100 100

1 1 999
)

P[A/Bz]:m; P[A/B

T 1.000  1.000

Donde se evidencia un error en la asignacion de la P[A/B;] al tomarla como

complementaria a la P[A/B;].

Tercer Problema
Este problema estuvo expresado en los siguientes términos.

“Se lanza una moneda y si sale cara se mete una bola negra en una urna y si sale sello, se mete
una bola blanca en la misma urna. Se hace esta operacion tres veces. A continuacion una persona
saca dos bolas simultdneamente de la urna y ambas resultan ser negras. ¢ Cudl es la probabilidad de
que en la urna hubiera dos bolas negras y una blanca?

A pesar de tener un enunciado clasico en términos de los objetos utilizados: bolas y urnas,
en opiniéon de los estudiantes éste fue el problema mas dificil de atacar y aquellos que
intentaron resolverlo (8) tuvieron inconvenientes desde los primeros pasos de la aplicacion del
modelo pues no lograron identificar con precision los eventos involucrados y sus respectivas

probabilidades, al no construir el espacio muestral asociado.

Cuadro 4
Resultados de la Correccion del Tercer Problema
Paso del proceso de solucién Correctas | Incorrectas No
respondio

Identificacidn del evento principal (A) 4 4 12
Identificacidn eventos de la particion (B;) 0 6 14
Identificacion probabilidad eventos B; 0 6 14
(P[Bi])
Identificaciébn probabilidad de evento A 0 5 15
condicionado a B; ( P[A/B;] )
Célculo P[A] (Teorema de la Probabilidad 0 3 17
Total)
Identificacion probabilidad solicitada 0 2 18
(P[B/A])
Aplicacion Foérmula de Bayes 0 1 19
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So6lo un estudiante tomo en cuenta las posibles conformaciones de la urna antes de la

extraccion de las dos bolas y define dos eventos A y B:

“S = {(N,N,N), (N,N,B), (N,B,B), (B,B,B)}

Si hacemos tres lanzamientos de una moneda y metemos una bola segun el lado que se
obtenga, s6lo tendremos en cuenta las posibilidades sin importar el orden en que se hayan

obtenido, entonces sélo podran haber en la caja tres bolas negras; tres bolas blancas; dos
bolas negras y una bola blanca o dos bolas blancas y una bola negra.

A: “Seleccionar dos bolas simultaneamente y que ambas sean negras”

B: “Que hayan dos bolas negras y una blanca en la urna”
PB/ Al P[A/B]P[B],,

P[A]

No obstante, el estudiante no particiona este espacio en los eventos correspondientes a las
posibles configuraciones de la urna:

Bi: “En la urna habia tres bolas negras”

B,: “En la urna habia dos bolas negras y una bola blanca”

Bs: “En la urna habia una bolas negra y dos bolas blancas”

B4: “En la urna habia tres bolas blancas”

Y por lo tanto, no logra calcular la probabilidad solicitada; no obstante, fue traducida
correctamente al lenguaje de la probabilidad condicional, P[B/A], pero con ella se pierde la
intencion de aplicar los teorema de Bayes y de la Probabilidad Total al no considerar el resto
de los eventos de la particion.

Otro procedimiento que resalta los inconvenientes que se presentan cuando no se
identifican los eventos de manera correcta fue el siguiente:

A: “Obtener dos bolas negras y una blanca en la urna”

B : ““Obtener una bola negra’; C: “Obtener una bola blanca”

B’ : “*Obtener 2 bolas negras”

A=B'"C — P[A]=P[B'"C]= P[B']P[C]:%%

En este caso no se evidencia un razonamiento de tipo bayesiano, hay una confusion total
en cuanto a los eventos que son relevantes para la aplicacion del Teorema de Bayes; ademas se

observan errores que se derivan de los conocimientos previos, por ejemplo el considerar B’
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como el complemento de B y a pesar de esto asignarle probabilidades de /2 y 4 , tomar A
como la intersecciéon de B’ y C y considerar estos dos ultimos eventos como independientes
Consultado el estudiante al respecto, explico que ““si B es el evento de obtener una bola negra

y el experimento se repite tres veces, su complemento es obtener las otras dos bolas negras”.

A MANERA DE CONCLUSION

Todas las muestras presentadas sobre las realizaciones de los estudiantes en la prueba
escrita y lo sefialado por ellos en la discusion grupal dan cuenta del alto nivel de dificultad que
las situaciones de determinacion de probabilidades inversas representan para ellos, a pesar de

tener una buena base de formacién matematica

Estas dificultades se originan en la comprension misma del enunciado de los problemas, lo
que evidencia no sélo limitaciones de lecto-escritura de los estudiantes sino también en su
razonamiento probabilistico que le impide interpretar la informaciéon en términos de
probabilidades y como el conocimiento de algunas de ellas inciden en la probabilidad de un
suceso, especialmente si éstas ya han ocurrido o bien ocurren de manera simultanea; de alli la
dificultad para destacar las probabilidades condicionales implicitas en el texto,

fundamentales en la aplicacion de la formula de Bayes.

Aun cuando se implement6d una serie de acciones y se dedico mucho mas tiempo del
programado oficialmente para el estudio y ejercitacion del tema, no se lograron los resultados
esperados, coincidiendo con los resultados obtenidos por Diaz y De la Fuente (2006). Esto
supone no un fracaso, sino por el contrario un incentivo para seguir explorando alternativas
inéditas o aquellas que se hayan mostrado promisorias en otros ambitos. Esto es en esencia el

papel de la investigacion en funcion de una docencia dindmica, comprensiva y transformadora.

Lo observado en este estudio de corto alcance, pues se realiz6 con un curso y durante sélo
un lapso académico, concuerda en parte con resultados obtenidos en investigaciones de mas
amplia cobertura, lo que da pie para sugerir, como lo han hecho aquéllas, que en nuestro
ambito se le comience a dar, en el contexto escolar, la importancia que merece la formacion
de los individuos para actuar en situaciones de incertidumbre, en general, y muy en particular
en aquellas donde el conocimiento de la ocurrencia de ciertos eventos condicionan las

probabilidades de sucesos sobre los cuales habra de tomarse decisiones, que es en esencia, el
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planteamiento del razonamiento bayesiano. Igualmente debe resaltarse la necesidad de hacer
de la resolucion de problemas una forma de reconstruccién del conocimiento matematico en
los futuros docentes de esta disciplina a través de las diferentes asignaturas que conforman el
pensum, pues no se puede esperar que ellos desarrollen plenamente en el curso de
Probabilidad y Estadistica las habilidades implicitas en la resolucion de problemas si no las

ponen en practica en el resto de los cursos. En este sentido los resultados hablan por si solos.

Ante las evidencias de este estudio se dejan algunos elementos para la reflexion, como por
ejemplo: ;Cudles son las concepciones y creencias de los estudiantes respecto a la
probabilidad y como éstas afectan su aprendizaje? ;Serd pertinente el inicio del estudio de la
probabilidad a posteriori desde niveles anteriores de una manera intuitiva para evitar el
choque que se le presenta al estudiante cuando debe abordarla formalmente en el curso de
Probabilidad de Estadistica? ;Cudles estrategias y recursos de ensefianza pueden llevar a
mejores resultados que los obtenidos en este trabajo? ;Qué papel juega la forma de ensenar la
Matematica en la universidad, donde no se evidencian la utilizaciéon de la resolucidén de
problemas como estrategia de ensefianza-aprendizaje y la aplicabilidad de la Matematica a
situaciones cotidianas, en la actitud de los estudiantes hacia la probabilidad?. Cada una de
estas interrogantes invita a continuar la indagacion en este tema de gran relevancia en los

tiempos actuales.
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