A DENSIDADE DOS NUMEROS REAIS:
CONCEPGOES DE PROFESSORES DA EDUCAGAO BASICA

Benedito Antonio Da Silva
benedito@pucsp.br
Pontificia Universidad Catélica de Sao Paulo (PUBJS
Cristina Berndt Penteado
crispenteado@uol.com.br
Fundacao Armando Alvarez Penteado, Facultad de Aidtnacion

Recibido: 14/08/2009 Aceptado: 03/03/2010
Resumen

Este articulo presenta el tema de la densidadsdelmeros reales y discute las concepciones
de maestros de la ensefianza secundaria sobrereptadpd. No describe solamente las
concepciones, pero también las reacciones de lestroa frente a la proposicion de dos
procedimientos para obtener un numero real entas a@tos: el procedimiento de la media
aritmética de los numeros dados y un procedimiengpirado en el método de la
diagonalizacién usado por Cantor para probar qaerglinto de los niUmeros reales entre cero
y uno, no es numerable. A partir del cuestionamieutbre la posibilidad de comenzar los
estudios ya en la ensefianza secundaria, que pweddtbuir para la comprension de la
propiedad de densidad de los numeros reales, feladésponibilidad manifestada por los
participantes de la investigacién en usar la imtiecidon propuesta en sus clases, por juzgarla
adecuada y exequible.

Palabras clave nimeros reales y irracionales, densidad de losengs reales; representacion
decimal infinita; recta real

Resumo

O artigo aborda o tema da densidade dos numeras e@adiscute as concepcoes de
professores do Ensino Médio sobre tal propried&@sescreve ndo s6 as concepgdes, mas
também as reacdes dos professores frente a praj@dtzs procedimentos para a obtencéo de
um namero real entre dois outros: o procedimentanéddia aritmética dos numeros dados e
um procedimento inspirado no método da diagonalizagilizado por Cantor para provar que
0 conjunto dos numeros reais entre zero e um, réueravel. A partir do questionamento
sobre a possibilidade de se iniciar estudos, jadwcacdo Basica, que possam contribuir para
a compreensdo da propriedade da densidade dos asimesis, relata a disponibilidade
manifestada por participantes da investigacao a@hzamta intervencdo proposta em suas
aulas, por julgarem-na adequada e exequivel.

Palavras chave:nimeros racionais e irracionais; densidade dos rasweais; representacao
decimal infinita; reta real.
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THE DENSITY OF REAL NUMBERS:
CONCEPTIONS OF TEACHERS OF BASIC EDUCATION

Abstract

The paper discusses the density of real numbershencbnceptions of teachers of high school
on this property. Describes not only the conceptsaltso the reactions of teachers against the
proposed two procedures for obtaining a real nuniimween two others numbers: the
procedure of the arithmetic mean of two supplied anprocedure based on the Cantor’s
diagonalization argument used to prove that theoteeal numbers between zero and one,
have no countable enumeration. From the questioth@possibility to initiate studies, as in
Basic Education, which may contribute to the un@eding of the density property of real
numbers, reports the readiness expressed by partisi in the research using the proposed
intervention in their classes by judging if it igpaopriate and feasible.

Keywords: rational and irrational numbers; density of tlealrnumbers; infinite decimal
representation; straight line which representsmaatbers.

Introducéo

O trabalho apresenta concepcdes de professoresnsidoEMédio a respeito da
densidade dos numeros reais, estudadas en Perfg@d). A nocdo de numeros reais esta
presente na maioria dos contelidos de Matematicangy evidenciam pesquisas nacionais e
internacionais, muitas das dificuldades dos alurmaprendizagem de limite e continuidade
de funcbes, por exemplo, sdo decorrentes da fataainpreensdo de propriedades do
conjunto dos numeros reais.

No desempenho de nossas funcdes de professoredgperamos frequentemente com
situacbes em que os alunos questionam, por exes®lb,60 é maior ou ndo que 1,6 e qual
seria 0 sucessor de 2,5. Estas questbes nos warené estudar e pesquisar a respeito de
nameros reais e a reta real para podermos tentwmgenhar melhor nosso papel de
educadores.

Pesquisas como as de Robinet (1993), Fischbeimnmdess Cohen (1995); e Tirosh
(1985) apontam dificuldades de alunos no estudoodeetidos matematicos devido a falta de
conhecimento a respeito de numeros reais e de moasiedades como, por exemplo, a
caracterizacdo dos numeros racionais e dos irraisiog a nocao de densidade dos reais.

Robinet realizou sua pesquisa Franga, com alunos dos equivalentes ultimos @mos
Ensino Médio brasileiro e o primeiro ano de gradoagbjetivando investigar que modelos de
nameros reais 0s alunos possuiam e como se dé&mac#@bd entre suas concepcgles e a
aprendizagem das nocdes de Analise Matematica.

A pesquisa de Fischbein, et al, teve por objetvaliar, em que medida, certas
dificuldades na conceituacéo dos irracionais copao,exemplo, a existéncia de grandezas
incomensuraveis e o fato de o conjunto dos racios@i denso no conjunto dos reais e nao

7

cobrir a reta toda (isto é, na reta existem “busdape sdo preenchidos pelos numeros
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irracionais), constituem obstaculos de aprendizafgguma. Esta pesquisa foi realizada em Tel
Aviv com estudantes que estavam terminando o Endiédio e também com iniciantes do
curso de Licenciatura em Matematica.

A pesquisa de Tirosh teve como objetivo avaliac@ascepcdes que os alunos tém
sobre o infinito. Também foi realizada em Tel Aevm estudantes entre 11 e 17 anos e sua
autora visou apresentar sugestdes que poderianbifittasa compreensao dos alunos sobre o
infinito, principalmente o atual.

BN

As duas primeiras pesquisas trouxeram a tona @& fiokkia que os estudantes
descrevem numero irracional como sendo aquele g@ssup uma representacdo decimal
infinita, mesmo sendo uma representacao peridditarceira explicitou o fato que os alunos
estendam para conjuntos infinitos propriedades alguntos finitos, como por exemplo ‘a
parte € maior que o todo’, ao afirmarem que existeails numeros naturais que numeros
impares, ja que estes formam um subconjunto prégo® primeiros A dificuldade de
distinguir a cardinalidade do conjunto dos niumeraisirais e a dos reais esteve presente nas
trés pesquisas.

A associacao de namero irracional a um namero @eénexato apareceu nas duas
primeiras pesquisas. A concepcdo de que um nunraanal € aquele que nao € inteiro ou
gue € negativo foi revelada na pesquisa de Fiscldteil, na qual também se percebeu que os
alunos consideram que duas grandezas sdo sempeasumdveis alegando que basta diminuir
a unidade o quanto for necessario para ser um stipilm@omum das grandezas em questao.
Também nas duas primeiras foi revelado que o magemnétrico da reta ndo corresponde a
reta de Dedekind, pois suas propriedades permanec#idas mesmo quando a reta fosse
composta apenas por racionais.

Motivados por essas investigacdes, pesquisadoresidiros levaram a cabo dois
estudos o primeiro realizado por Igliori e Silv@@2), foi desenvolvido com alunos iniciantes
do curso de Ciéncias da Computacao e com finalistagirso de licenciatura em Matematica,
de uma universidade em Sao Paulo, evidenciou qaduoss investigados, ao representarem
numeros decimais na reta real, ndo consideraraensidhde da mesma.

Essa pesquisa desvelou também a confusdo entre@nositos de namero racional e
irracional quanto a representacdo decimal e quargwisténcia de sucessor de numero real.
Alguns alunos descreveram namero irracional comm®eanfinito ou aquele que contém
infinitos digitos apds a virgula ou ainda, as mitéentificaram ndmero racional como sendo
exato ou inteiro. Percebeu-se também que o sindmlceticéncias causa instabilidade nas
respostas, mesmo se houver um namero finito des,cassociando-o a um namero irracional,
como por exemplo, na representacdo 1,333...3,mglieai a Ultima casa decimal, apesar de nédo
se conhecerem todos os algarismos entre a tesceingtima casa decimal. A irracionalidade
foi considerada como sendo sindnimo de numero ivegam algumas respostas. A grande
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maioria dos entrevistados nédo identificou a igudédantre as representacdes 1,999... e 2.
Artigue (1995, p. 113, traducdo nossa) também desaue:

Em muitas investigacdes, se tem pedido aos eseslamiversitarios que comparem 0os nameros

0,9999... e 1. A frequéncia das respostas erraglmsdomo a for¢a das convicgdes que nelas se

manifestam, demonstra a dificuldade que existe pareeber a expressdo 0,9999... como sendo

algo diferente de um processo dindmico que naedjamais, e [demonstra a dificuldade] para

Ihe atribuir a designagdo de um nimero.

A pesquisa concluiu que a maioria dos alunos ifieatia existéncia de infinitos

nameros racionais entre dois racionais em um detado intervalo da reta, mas ndo a
existéncia de infinitos irracionais neste mesmerir@lo. Esse resultado nos alerta que a

densidade dos nimeros reais nao é de todo famiiases estudantes.

Uma segunda pesquisa brasileira realizada por Sdeeereira, e Moreira (1999) com
84 alunos dos cursos de Mateméatica da UFMG e daCUESntificou que um numero
irracional é aquele que ndo é exato, ou que pad#itas casas decimais, isto é, associam o0s
irracionais a tudo aquilo que néo é familiar ou lwempreendido, ou ainda, numero irracional
€ associado a imprecisdo e a ndo exatiddo. Assmo 6o revelado nas pesquisas de Igliori e
Silva (2001) e de Tirosh (1985), entre esses estagaxiste a nocdo de que toda medida &
expressa por um numero racional. Também nesseogstudtos alunos ndo expressaram a
existéncia de numeros irracionais entre dois radsprdados no registro de representacao
fracionéaria e ainda associaram as dizimas perisdiom a irracionalidade.

Destacamos ainda que nessas investigacOes forantificdglas as seguintes
concepcbes: a de que duas grandezas quaisquer esHares comensuraveis, que as
propriedades atribuidas a reta real continuavardagimesmo sem o0s numeros irracionais, a
nao distincdo da cardinalidade dos naturais e arehis, a afirmacdo de que existem mais
nameros naturais que impares, a identificacdo erstnepresentacdes 3,1416tee também
entre 2,7182 e, a classificacdo de 3,1416 como sendo a de um noUim@cional, a
identificac@o entre uma representacao fracion@na mimero racional, independentemente da
natureza do numerador e do denominador, a naadfidagdo das representacfes 1,999... e 2
como sendo de um mesmo numero, a definicdo de w8neacionais como sendo somente
aqueles com representacdo com raizes, a confus@mémero e um valor aproximado deste
atribuindo-lhes o mesmo significado, a transposidaonocdo de sucessor dos numeros
naturais para 0s numeros reais, o desconhecimenexidténcia de infinitos nimeros entre
dois reais: a idéia de que um numero racional éoesa inteiro, que namero irracional é
aquele que possui uma representacdo decimal idlenib@ um numero que ndo é exato, que
nao € inteiro ou que é negativo e o0 desconhecindantmmpletude do conjunto dos nimeros
reais.

Diante desse manancial de informacdes sobre aladalido ensino e aprendizagem
dos numeros reais nos indagamos se nao seria @losserir intervencdes junto a alunos da
Educacdo Béasica que possam contribuir para a ¢aicialesses estudantes no estudo da
construcdo de tais numeros. Decidimos focar naabalho na associagcdo do nimero com sua
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representacdo, na caracterizagdo dos numeros aacienrracionais e suas representacoes
decimais, na densidade dos numeros reais, bem oanwontribuicdo desta propriedade na
construcdo do modelo de reta real, cada vez mainpo da realidade. Estas dificuldades
ainda estdo presentes nas producdes dos alunoar ageesos Parametros Curriculares
Nacionais (Brasil, 1998) sugerirem a introducdoedtudo de nimeros irracionais ja rfo 4
ciclo (a partir da 7série). Este documento, no que se refere aos itam@e procedimentos,
sugere que se criem oportunidades para a “condtatage existem situacdes-problema, em
particular algumas vinculadas a Geometria e medidags solucbes ndo sdo dadas por
ndimeros racionais (caso tpda~/2 ,+/3etc.).” (p.87).

Os Parametros Curriculares Nacionais para o Endédio — PCNEM (MEC, 2000,
p.114 e 116) também sugerem a utilizacdo de véegistros de representacdo, bem como a
identificacdo de um objeto nas suas diferenteesepitacdes:

Identificar, transformar e traduzir adequadamerdres e unidades béasicas apresentadas sob
diferentes formas como decimais em fracdes ou patérde dez [...] Perceber as relagdes e
identidades entre diferentes formas de represemte@m dado objeto [...] Traduzir uma situacao
dada em determinada linguagem para outra, bem docalizacdo na reta numérica de niameros
racionais e reconhecimento de que estes podemxpezseos na forma fracionaria e decimal,
estabelecendo relagdes entre essas representadddsiftificacdo de um namero irracional como
um numero de representacdo decimal infinita, epsbdica, e localizacao de alguns deles na reta
numeérica, com régua e compasso.

Assim sendo procuramos investigar quais concepg@eexplicitadas por professores
do Ensino Médio a respeito da densidade do conglméanimeros reais, tanto a densidade do
conjunto dos racionais no conjunto dos nameross rgaanto a dos irracionais nos reais.
Analisamos como eles reagem frente a questOes oatem o conceito de densidade

enfocando diferentes registros de representacao.

Nocdes sobre a densidade dos nameros reais

Segundo Lima (1977, pp. 73-74): “O conjunto Q ddmeros racionais € denso em R.
Também o conjunto R - Q, dos numeros irracionaisie@so na reta. Com efeito, todo
intervalo aberto contém numeros racionais e irreigS. Neste trabalho empregaremos o
termo densidade no sentido dado por Caracga (198®)p“um conjunto é denso se entre dois
dos seus elementos quaisquer exista uma infinideagdementos do mesmo conjunto”.

Até o século XVI predominavam as idéias gregas redguas quais as quantidades
tinham dois componentes disjuntos: o discreto (m@ne o continuo (grandeza). Estes
componentes refletiram na Matematica como o estiadograndezas e numeros, isto é, como
o estudo da Geometria e da Aritmética. O conceitg@de numero foi desenvolvido como
um resultado de um processo de abstracédo aplicadouado material (Boyer, 1974; Katz,
1993).

Este cenario mudou com o trabalho de Simon StewiBrdges (1548-1620), que, em
1585, publicou seu livra’Arithmetiqueproduzindo um avanco epistémico no conhecimento
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matematico. Esta obra € um tratado sobre os aspé&mboicos e praticos da aritmética e
apresenta uma nova conceituacao: “niumero € aqudeés do qual os aspectos quantitativos
de cada coisa sao revelados” (Moreno — Armella;dé&d, 2002, p.186). Desse modo, Stevin
elimina a dicotomia entre o discreto e o contirtamando essas componentes, propriedades
circunstanciais do objeto quantificado. Por exempglegundo o autor, referindo-se a uma
pessoa, 0 nuamero “um” era discreto, entretantodtiga uma jarda, o nimero “um” era
continuo. Deste modo ndo poderia haver distincde en objeto de estudo da Aritmética
(discreto) e da Geometria (continuo).

Também no ano de 1585, um pouco antels’Adgthmetique publicou um trabalho em
que enfatizava o aspecto operacional, intitulB@oThiende(O décimo), apresentando uma
sistematizacdo com algumas inovacfes da notac@malgé conhecida na época. No mesmo
ano apareceu uma versao em francés intituladBisme(Stevin, 1980)alcancando grande
popularidade. Nesse trabalho “identificou grandezanimero, atribuindo propriedades
numéricas a quantidades continuas e continuidaxengros” (Moreno — Armella; Waldegg,
2002, p.187). A partir dai, ndo era possivel, maranatematicos, separarem o conceito de
quantidade de sua representacao simbolica.

A nova representacdo, proposta por Stevin, erdviéxno sentido de lidar com
problemas de quantidade discreta e simultaneamsenieos problemas de divisibilidade. Esta
representacdo que lidava com partes da unidade fatacdo decimal que acabou com a
tensdo entre o discreto e o continuo.

Com o surgimento do problema da incomensurabiligadeo séc. IV a.C., Eudoxo
prop6s a utilizagdo de aproximacdes para desigmantiglades tais como, o comprimento da
diagonal de um quadrado de lado um; no entant&@téiin que reconheceu tais aproximacoes
como numeros, dando-lhes o status de numero decifraah ele, numero revelava a
quantidade de cada coisa, assim operacdes ariimétiam sustentadas ou apoiadas por
transformagdes que eram praticadas sobre quangidedesiderando entédo, os resultados de
operacOes aritméticas, feitas com numeros, comoerogn Foi encaminhada assim, a
ampliacdo do dominio numérico. Deste modo propds @strutura tedrica baseada no
processo de medida pelo qual um nimero é assogiad@ grandeza.

Resumindo, foi estabelecido um conceito de nimepaz de lidar com quantidades
discretas e grandezas continuas e também uma mgueadem algébrica que enfatizava o
estudo dos processos matematicos. A contribuic&dstelan foi unificar as nocdes gregas de
namero discreto e grandeza continua, por meio ttadmgdo de decimais. O namero e
grandeza continua tornaram-se integradas num masneeito.

Apesar de néo ter sido o inventor nem o primeirecamendar a utilizacdo das fracdes
decimais foi o primeiro a organizar o sistema djanido-o entre 0 povo e 0s usudrios de
Matematica. Ja em 1579, Francois Viete (1540-16@8)a recomendado com insisténcia o
uso de fragOes decimais em vez de as sexagesMasdoi Stevin quem as ensinou por meio
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de um sistema elementar e completo, concentradaémmos, centésimos, milésimos, etc.,
das fragcbes como sendo numeradores inteiros, Bw&veado suas expressdes decimais como
um denominador; como fazia Viete. Em vez dissoesszrnum circulo acima ou depois de
cada digito, a poténcia de dez, assumida como deadar. Segundo sua representagao, o
valor aproximado ddt expressava-se como:

OO@O® ou VIO 4103 6®
3 1 416

Outra representacgdo sugerida por Stevin encongradaantzig (1970, p. 223) é:
24 3V 79 59
para a representacdo atual de 24,375, fugindo dacdw fracionaria até entdo

utilizada, isto é, % Aqui os circulos colocados acima dos digitos Sdtstituidos por

parénteses acima e a direita dos mesmos e omitirdi@ulo com o zero para indicar a parte

inteira do ndmero.

Stevin foi mais além ao sugerir que tais notac@essdm usadas também para

expoentes fracionarios. Embora nédo tivesse usadotacdo com indice fracionario, ele

: - 1 . _— . 3
manifestou explicitamente qug dentro de um circulo significava raiz quadradaue%
dentro de um circulo indicaria a raiz quadradardecubo.

Sua obra possibilitou ensinar de uma maneira ssnpledas as computacoes
necessarias sem utilizar o registro fracionaringdeegue seu autor sugeriu que o Governo dos
Paises Baixos, sua patria, adotasse o sistemaalgaimecipando o sistema métrico decimal,
sendo assim responsavel por chamar a atencao parado do novo sistema de numeracao.

Durante algum tempo acreditou-se que ndo existiggandezas incomensuraveis. Isto
€, que ndo haveria, por exemplo, dois segmentosngoeadmitissem uma unidade de
comprimento, ndo importando quao pequena, que odoesse um nuamero inteiro de vezes
em cada um deles. Desse modo, 0s humeros intetmsagdes entre eles (ou seja, 0s numeros
racionais), eram suficientes para medir todas @sdgzas. Ja na época de Pitagoras, no século
V a.C., descobriu-se que a diagonal e o lado dejuexdrado ndo sdo comensuraveis, isto €,
ficou estabelecida a impossibilidade de se mediagonal dispondo-se apenas dos nimeros
racionais. Este fato € uma visdo geométrica deidmalidade de/2, medida da diagonal do
guadrado de lado um. Para os gregos esta foi ustalierta embaracosa, pois em muitas de
suas demonstracdes geométricas eles supunham dsieselgmentos quaisquer sempre
admitiam uma unidade comum de comprimento.
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Eudoxo (408-354.C.) resolveu temporariamente o problema da exist&le nimeros
nao racionais e foi o primeiro a lidar com granderm@omensuraveis ha 25 séculos. Sugeriu
gue para se conhecer um numero irracional basizautproximacdes racionais deste nimero
por falta e por excesso. Por exemplb_z pode ser aproximada por valores racionais como
1,414<+/ 2< 1,41, isto significa que(1,414)° < 2<( 1,415 . Além disso, estabeleceu a
definicdo de proporcdo que abrangia tanto as cam&nss quanto as Ndo comensuraveis.
Esta definicdo conduziu a matematica grega a us@\@xclusivamente geométrica; exemplo
disso pode ser encontrado rielementos de Euclideem que numero é representado por um
segmento de reta.

Segundo Caraca (1989, p. 80), com o problema adeniecsurabilidade, que sé poderia
ser explicado pelo conceito “quantitativo de irtfifyj isto é, a estrutura continua da reta, cai a
escola Pitagérica que acreditava que, dados dginesgos quaisqueAB e CD, sempre
seria possivel encontrar um tercef& contido um nimero inteiro de vezes exB e um
ntimero inteiro de vezes e@D, ou seja, que dois segmentos sdo sempre comeesurayv

O tratamento geométrico da incomensurabilidade wxodnaturalmente para o
tratamento aritmético e algébrico dos niumerosiorass. Desde Pitagoras até Weierstrass, 0s
irracionais ocuparam as atencdes de uma partedevagel do mundo que se empenhou em
achar um valor aproximado para expressoes cdo

Esta fundamentacdo geomeétrica da matematica pgudatieamente até o século XIX,
quando a geometria comeca a dar sinais de insufieiépara a demonstracdo de certos
resultados e parte-se, entdo, em busca de um aistemrmérico que tenha todas as
propriedades do geométrico.

Por muito tempo, pensou-se que 0 conjunto dos rasm@cionais seria um modelo
adequado para tomar o lugar do modelo geométric® wez que possui propriedade da
densidade, assim como reta (entre dois pontosgueisle uma reta existem infinitos pontos).
Porém esse corpo numérico ndo “preenche” todosontop da reta: Existem pontos que
correspondem a numeros, como por exemple/,ﬁa isto é, o conjunto dos racionais nao
completa a reta. A ele falta uma propriedade essemacsaber, a continuidade. Foi Dedekind
que, retomando as idéias de Eudoxo, criou o0 mogedcurado, construindo, pelo processo de
cortes, 0 corpo dos numeros reais.

Para Niven (1984, p. 3) a geometria oferece umasgusimples e intuitivo para
descrever 0s niUmeros reais, ou seja, 0s numeress@ims para medir, por exemplo, todos 0s
possiveis comprimentos em termos de uma dada widedconsiderarmos a representacao
dos numeros no registro grafico, como pontos de @tz qualquer segmento independente
de seu tamanho contém, além de uma infinidade d®gweacionais, também muitos outros
pontos comoy2,e /34 671, etc medindo comprimentos que ndo podem ser expressos p
nameros racionais. Estes nameros, chamados deoiaé juntamente com o0s racionais
constituem o conjunto dos nimeros reais.
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Considerando agora todos 0s numeros reais, todt gt reta corresponde a um
namero real e todo numero real corresponde a umopda reta. O fato de todos os
comprimentos poderem ser expressos como numeriss éeeonhecido como a propriedade
da completude destes numeros. Tal propriedade réadeade Axioma de Dedekind-Cantor:
“E possivel associar a qualquer ponto na reta ugoimero real e, inversamente, qualquer
namero real pode ser representado de maneira pioiaamn ponto numa reta” (Dantzig, 1970,
p. 157).

Cantor utilizou um argumento baseado no principgigional do sistema decimal para
provar a hdo enumerabilidade do conjunto dos nismexas. Este argumento que é conhecido
como o processo diagonal de Cantor, o de trocdgdeismos de uma representacdo decimal,
deu-nos idéia para propor um procedimento paradengo de niumeros irracionais entre dois
reais quaisquer, nas atividades propostas em rtogbalho de introducdo ao estudo da
densidade dos numeros reais.

Registros de representacdo semidtica

Como o0s objetos matematicos sdo abstratos, nawm sdinetamente acessiveis a
percepcao, necessitamos para sua apreensao o usmadepresentacdo. Para abordarmos, em
nosso trabalho, a densidade do conjunto dos numesgitss buscamos fundamentacao na teoria
dos registros de representacdo semioética de RayDiwovel.

Duval (2003, pp.14-15) afirma que: “O acesso aosaros esta ligado a utilizacdo de
um sistema de representacdo que os permite dedighaa compreensdo em matematica
supde a coordenacao de ao menos dois registrepEsentacoes semidticas.”.

Afirma também (p. 13) que as representacfes seasdtem importancia primordial:

E suficiente observar a histéria do desenvolvimeiatonatematica para ver que o desenvolvimento
das representagbes semidticas foi uma condicAmnatasepara a evolucdo do pensamento
matematico. Ora, a importancia das representagie®ticas se deve a duas razfes fundamentais.
Primeiramente, ha o fato de que as possibilidagetralamento matematico — por exemplo, as
operag@es de calculo — dependem do sistema deeepaedo utilizado. Por exemplo, o sistema de
numeracdo decimal de posi¢do oferece mais posisidds que os sistemas grego ou romano de
numeragao e, no entanto, a aquisicao desse sideemameracao pelos alunos néo é simples.

A representacdo € necessaria e carrega o podebsttEr o objeto matematico, nao
sendo ele proprio. Duas representacdes de um mebjatn, em diferentes registros, ndo
possuem o mesmo conteudo, explicitam propriedadspectos diferentes em cada um deles.
Segundo Duval, a articulagéo deles possibilitagtesso a compreensdo em Matematica. E
importante mencionar que “um sucesso Mateméaticocod@sponde a um sucesso cognitivo”
(p.27), pois nem sempre quem manipula adequadarosrakgoritmos tem total compreenséo

do significado do objeto envolvido.

A questdo que motivou o autor a desenvolver sudatemgnitiva foi: Como se
processa a aprendizagem em Matematica?
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O autor procura responder sua questdo propondo pple, fato de haver varias
representacdes para um mesmo objeto, a sua apyesfetifia pode ser alcancada a partir do
momento em que 0 sujeito consegue transitar de repr@sentacdo a outra utilizando os
diferentes tipos de registros de representacaamneérico, algébrico, grafico, geomeétrico ou
da lingua natural. Defende que uma condicdo nedaggsara possibilitar a apreensdo do
objeto matematico é a articulacdo entre, pelo matas registros de representacao semiotica.
A representacdo semidtica € um sistema particdasighos, por exemplo, enunciados, em
linguagem natural, notacbes, escritas algébriceifjcgs cartesianos, figuras geométricas,
cada um com suas dificuldades proprias de sigdidieafuncionamento.

As representacfes devem ser identificaveis, oy sej@logas as descricbes de um
enunciado. Esta descricdo por sua vez, respeitasrég estabelecidas culturalmente, tanto
linguisticas, como da construcdo de figuras e dimshmateméaticos, que devem ser utilizadas
para reconhecer as representacdes. Uma represerdacd identificavel se houver uma
selecdo de caracteristicas e de dados do contesgtar@presentado. O sujeito deve, portanto,
conhecer, compreender e saber como utilizar essagegras, por exemplo: o reconhecimento
do sistema de numeracédo hindo-arabico, o desentmddigura ou a escrita de uma férmula.

Surge entdo uma questdo: Como um sujeito apreendecamceito por meio da
coordenacdo de varios registros de representacao?

Para responder a esta questdo é necessario mobizatipos de transformacdes de
representacdes semioticas: o tratamento e a cé@avers

O tratamento é a transformacdo de uma representagdaterior de um mesmo
registro. Cada um dos registros possui um conjdetoegras especificas de tratamento que
nao necessariamente sdo validas para outro. @eneatos sdo ligados a forma e ndo ao
conteldo matematico, no sentido de que um mesmetoolpatematico pode ter duas
representacOes diferentes, com seus respectivtasnaatos que também possuem graus
diferentes de dificuldade. Por exemplo, no registeorepresentacdo decimal dos numeros
racionais e irracionais: “o tratamento exige a ca@epsao das regras do sistema posicional e
da base dez. Sem a compreensao destas regrasesené@cao algoritmica ndo tem sentido,
ou seja, nao existe tratamento significativo.” (Dam999, p. 145).

Exemplos:
. - . .50 5 1
a) tratamento no registro numerico fracionasg: =— =—
100 10 2

b) tratamento no registro numérico decin@b= 0,50= 0,50(
c) tratamento no registro numérico da notacao ifiest
5.10% = 50.10° = 500.10
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O tratamento, que € interno a um mesmo registrde @axiliar no procedimento de
justificacdo ou prova.

A segunda transformacdo, chamada conversdo, psssesentre dois diferentes
registros. A realizacdo de conversfes pode posaibl compreensédo de varios aspectos de
um mesmo objeto, pois cada representacdo explapEnas alguns de seus aspectos
componentes.

A coordenacdo entre ao menos dois registros degseptacdo, segundo Duval, pode
possibilitar a conceitualizacdo, pois ela estalgetecrelacdes entre os registros evidenciando
varios pontos de vista diferentes de um mesmo @hjetematico. Isto ndo se alcanca
somente com a habilidade de realizar tratamentoscaa registro separadamente. Cada
linguagem oferece possibilidades diferentes deesgmtacdes e seus respectivos tratamentos,
e a coordenacéo deles oferece possibilidades des mprendizagens.

Os diferentes registros que representam o mesmerol@m significacdo diferente e
custos de tratamento também diferentes.

Exemplos de conversao:

a) do registro numérico fracionario para o deciniaho,sss..

b) do registro numérico fracionario para o decimdeste para o da notagéo

cientifica:% =0,25= 25.1¢°

c) do registro numérico de porcentagem para odnécio e deste para o

decimal:10%= B =0,1
100

A converséao de registros, conserva a referénciarassnos objetos e, assim, conduz
aos mecanismos subjacentes a compreensao. Poram)apode ocorrer o fendmeno da nao-
congruéncia, ou seja, o fato de os sujeitos namhexerem o mesmo objeto representado em
dois registros diferentes, em que a representagdionfio transparece na representacao inicial.

No processo de aprendizagem, o fato de se realizanversao entre dois registros, em

apenas um sentido ndo significa que a conversdout@ sentido seja automaticamente
~ . . .o, .1
contemplada. Por exemplo, para a conversao dotnegisimérico frauonano,E para o

decimal 0,1666..., basta dividir o numerador petaainador. No entanto, para realizar a
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conversao deste registro para o fracionario, ésséc® considerar a representacéo 0,1666...

como a soma de termos de uma série geométricaﬁkeflg (a partir do segundo termo):

0,1666..= 0, 0,0666=. Ot1 0,86 0,006 O,0806-

6 6
1,6,6, 6, _1, 10 _ 1,100 1, 6_15 °

710 1¢ 16 10 7 10,_1 10 9 10 90 90
10 10

Deve haver tarefas tanto de producéo, quanto @mmecimento, isto €, identificacao
dos objetos por suas multiplas ocorréncias reptasienais.

Numa visdo mais ampla, a mobilizagdo de diversgstres de representacdo pode
contribuir para o desenvolvimento das capacidadgsitivas globais do individuo.

A intervencao

Nosso trabalho investigou, num primeiro momento, reacbes explicitadas por
professores do Ensino Médio frente a dois tipoprdeedimentos distintos para o inicio de
discussdes a respeito da densidade dos numeras peaneiro, a obtencdo de numeros
racionais entre dois racionais dados, por meiadergdia aritmética; segundo, a obtencédo de
nameros irracionais entre dois reais dados, arpdatitroca de um ou mais algarismos, da
representacdo decimal de um deles. Este ultimoeghmento foi inspirado no processo de
diagonalizacdo de Cantor, utilizado para demonsjuar 0 conjunto dos numeros reais entre
zero e um, nao é enumeravel. Posteriormente, intpsros professores sobre a viabilidade de
aplicagcdo dessas atividades ou assemelhadas algeos.

Para tanto foi realizada uma intervencéo por maieldboracao, aplicacdo e analise de
uma sequéncia de ensino, composta de dez atividbale® na elaboracdo da sequéncia como
na analise dos dados obtidos, seguimos a sugestBowhl que enfatiza a necessidade de se
trabalhar com no minimo dois registros de represdat diferentes e de se realizar a
articulacao entre eles, criando, com isso, maisipiislades para que ocorra a aquisicdo do
conhecimento. Dessa forma, foram privilegiados egistros da lingua natural, decimal,
fracionario e grafico, bem como a articulagéo eeles.

O publico alvo foi um grupo de professores paréinies do PEC — Projeto de
Educacdo Continuada, que visa capacitar os protsssga rede publica por meio de palestras,
aulas e oficinas totalizando 80 horas. A sequé&teiansino foi aplicada a onze professores do
Ensino Médio, como oficinas pertencentes a estgefpronuma Instituicdo de Ensino na
grande Sao Paulo. As atividades foram discutidasgmamente em duplas e por fim no grupo
todo, tendo sempre presente a preocupacao degastddas as respostas apresentadas.
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A expectativa era a de que estas atividades prigpassem uma reflexdo a respeito da
propriedade da densidade da reta, pois sugerimestdps que podem fazer aflorar nogdes e
particularidades dos nimeros reais que, usualmedibesdo enfatizadas no ensino basico.

As duas primeiras atividades foram inspiradas resgjyisas citadas e contribuiram
para que pudéssemos conhecer melhor nossos partesp comparando suas concepcgoes as
ja identificadas naquelas pesquisas. Aplicadas ektas primeiras, que podemos chamar de
diagnosticas, e analisados os dados obtidos, elaosr entdo outras oito atividades com a
meta de apurar as concepcdes dos professores #reuiestdes direcionadas a introducao do
estudo da densidade dos numeros reais. A primeles doi norteadora para as atividades
seguintes. A segunda, composta por catorze afiresagiara serem classificadas em
verdadeiras ou falsas, além de diagnostica tamhménprbvocativa. Alguns participantes
sentiram-se estimulados a pesquisar e estudarsoiatis este assunto.

A segunda atividade foi aplicada duas vezes: aginvez com carater diagndstico e
para propiciar o inicio e o direcionamento da diséio para o foco da pesquisa. Dois meses
apos, foi reaplicada para averiguarmos se houvgowalguma mudanca de atitude, por parte
dos sujeitos, ap0s os procedimentos trabalhadesi@miente. As questdes propostas nesta
atividade eram gerais e mais tedricas do que adetaais atividades; talvez por este motivo,
na resolugédo ndo foi utilizado prioritariamente agistro decimal. Para exemplificar um
namero racional, a maioria utilizou o registro fom@rio e para um namero irracional foi
exclusivamente usado o registro simbdlico. Estgstres utilizados podem evidenciar que 0s
padrbes de numero irracional sdo principalmentelaguassociados as raizes quadradas nao
exatas e dTt.

A segunda atividade, apresentada da lingua natprapiciou o desvelamento de
dificuldade de compreensdo do significado matematle expressées como “um Unico
namero”, “exatamente um”, “ndo existe” e “um Udnicalentre outras. Mesmo aqueles
participantes que perceberam que este registroed@ninformacdes essenciais nestas
expressoes, as vezes sublinhando-as, demonstmgaguranca, ainda que o seu desempenho
tenha sido muito melhor na reaplicacdo desta. iudifade no entendimento do enunciado foi
minimizada com a discussdo no interior de cadaardp maior delas foi justificar, por
escrito, as decisdes tomadas para classificairazagbes em verdadeiras ou falsas. A maioria
concordou com a fala de um sujeit@olocar verdadeiro ou falso é facil, o dificil j@stificar
depois”.

As nocdes a respeito dos nimeros racionais ednais explicitadas pelos professores
foram muito semelhantes as apresentadas pelogsosufieis pesquisas anteriormente citadas,
fato que objetivavamos testar. Em seguida, aplisaasooutras oito atividades com o intuito
de abordarmos questdes especificas a respeitcndalaee.

A terceira iniciou a discusséo propriamente datfweda densidade. Nela sugeriu-se o
procedimento usual da média aritmética, procedimeeste que foi utilizado pelos
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professores, sem dificuldades, para encontrar rasm@cionais entre outros dois, inclusive
localizando-os na reta real. No caso em que cadadesnnumeros era representado em
registros diferentes (fracionario e decimal), oitas fizeram a conversao para um mesmo
registro, na maioria das vezes, para o decimasatd calcular a média entre eles.

J4, a partir da quarta atividade, este procedimguése nunca era praticavel, uma vez
que nelas estavam envolvidos nimeros irracionaiso® procedimento entdo sugerido ndo
suscitou muitas duvidas, os trabalhos transcorrdranguilamente porque os participantes
perceberam, sem grandes dificuldades, o processtodar um ou mais algarismos da
representacdo decimal infinita um ndamero para $er @brepresentacdo de um outro namero,
maior ou menor que aquele, conforme o que se pleten desse modo, poder apresentar
sempre um numero irracional entre dois reais.

Durante todo o experimento, em muitas situacOedempos constatar que 0s sujeitos
associam a irracionalidade do numero com a infileitde sua representacdo. Aproveitamos
todas essas ocasifes para discutir a questdo dsepfacao decimal infinita dos nameros
reais. Para alguns dos participantes esta assoamagdifestou-se até o final do experimento,
relacionando a representacdo decimal infinita, owir@l de reticéncias, com numero
irracional. Esta associacdo € evidenciada num c@menfeito durante a discussdo das
guestdes da atividade IX:

“O racional é finito e o irracional é infinito”.

Por outro lado, ha a contestacdo dos acordos $aélto exemplo, a preocupacdo com
as reticéncias também ficou evidente no dialogo:

“0,222... ndo poderia ter outro nimero depois disd O que garante que sempre é
dois?”

“Também nédo sei, sera que eu preciso escrevererEs 0 ‘2’ ou apenas uma vez?.
Tem alguma regra?”

“Quando coloca os pontinhos é tudo igual.”

“N&o é isso ndo, sendo sempre teriamos nimerasaagi Entdo 0,2... € o que?”
“0,2.... € 0,222... sdo iguais?”

“Acho que néao, senao 0,456... seria 0,456456....".

Esta discussdo parece indicar que este grupo mercglbe as reticéncias indicam
infinitude e que pode tanto representar repetigalglrismos quanto a ndo repeticao, dizimas
periddicas ou nao.

Destacamos também que um dos grupos questionamiadiidade entre os pontos da
reta e 0s nameros reais, argumentando que se ueraiem representacdo decimal infinita,
0 ponto a ele correspondente “pode variar’ de acawmm o ndmero de casas decimais
representadas. Aqui fica evidenciada a identificad@ nimero com sua representacao, pois
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dependendo da quantidade de casas decimais escatis representacdo de um mesmo
namero parece referir-se a numeros diferentes.

Em algumas respostas, a linguagem utilizada peljegas, muitas vezes, é desprovida

. . , 3 4
de precisdo matematica como, por exemplo, ao esqresie entre os numer%L e o um

3l 3.2, : - -
grupo escreveu que ha=—= e 11 sem o cuidado de representar o nimero raciaabc

11
guociente de dois numeros inteiros e ainda um ogtre representou 1,242425 como

1,24242¢

———— mantendo a virgula no numerador.
1000000

Outro exemplo pode ser encontrado no comentaridgtrégional porque ndo sabemos
0 ultimo numero de 0,123456789101112....", em gsieparticipantes deste grupo usaram
“tltimo numero” possivelmente querendo se referigl@arismo, pois se o nimero tivesse
representacao decimal finita seria racional e macional.

Ainda um outro grupo, ao ser solicitada a ordenaigidrés nimeros, apresentou o
seqguinte: “1,333 , 1,3330, 1,3331". Nao evidendtaa percepcdo de que as duas primeiras
representacdes sdo de um mesmo numero, associaagaepresentacdes diferentes a dois
nameros distintos.

Esta ocorréncia esta em desacordo com o que pradeitval, ao explicitar que uma
representacao nao deve ser tomada no lugar dooBggundo esse autor, tal associacao pode
dificultar a apreenséo do conhecimento.

A alegacéo para um grupo de que 3,1415... era npreoB,141555..., provavelmente
indica que néo percebeu que, pelo fato de ndordeecer a quinta casa decimal de 3,1415...,
ndo se poderia afirmar que um nimero era Menoo QUK O.

No reencontro com os participantes da pesquisa apoespaco de dois meses, dois
deles relataram terem utilizado parcialmente alguonzestdes da seqiiéncia de ensino em
atividades com seus alunos do Ensino Médio.

O primeiro expressou que trabalhou com seus alaspscificamente as questdes da
atividade lll, que tratava da obtencdo de niUmesoimnais entre dois racionais por meio da
média aritmética. Relatou que seus alunos questiona significado de numero racional.
Uma vez esclarecida a questao, relata o profesmoseus estudantes resolveram as questdes
de tal atividade.

O segundo revelou que, em seu planejamento egquarara primeira série do Ensino
Médio, ndo incluiu o tema de numero irracional,usego a orientacdo de um colega que
estava ha mais tempo na escola. Apesar disso, mmmento que julgou oportuno, tratando de
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nameros reais, inseriu as no¢des de numeros rd@anacional, e propds algumas questdes
retiradas das atividades desenvolvidas na inteéenc

Outro participante que se manifestou a este resmkiise ndo ser favoravel a aplicagédo
deste trabalho a alunos do Ensino Médio, pois thfieuldade em contextualizar este assunto
com problemas do cotidiano que envolvessem o aluno.

Consideragdes finais

A epistemologia historica desvela, ao longo da géues nimeros reais, obstaculos na
compreensao da necessidade da construcdo de emaisapaz de substituir o geométrico,
para isso, satisfazendo as propriedades daquelesmecial, a densidade e a continuidade; tais
dificuldades se revelam no ensino, notadamenteums®s de Calculo Diferencial e Integral,
no estudo de continuidade e limite de funcdes. daisbalho deu singelas mostras que o
encaminhamento de certas questdes pode contribrar g compreensdo da propriedade da
densidade e, talvez mesmo da continuidade da eatapor parte de estudantes do Ensino
Médio.

O procedimento de se determinar um nimero racemaé dois outros, calculando-se
a média aritmética deles se revelou bastante edigg&o trouxe qualquer dificuldade para os
participantes. O procedimento inspirado na diaipacdo de Cantor para a obtencdo de um
namero irracional entre dois irracionais ou umdigaal e um racional também se revelou
adequado, apesar de ndo ser usual sua utilizagaédutacao Basica.

Assim sendo somos levados a concluir que sobrest@mu especifica da densidade dos
nameros reais, parece que os professores se apeopridesta propriedade, como podem
sugerir 0s comentarios:

“Sim, entre dois nimeros racionais existem infitacionais”.

“As sucessivas medias vao se aproximar cada vez ageailm nimero, 0 espaco entre
eles sempre vai existir, mas vai diminuir”.

“Existem infinitos ndmeros irracionais, pois entteis irracionais existem infinitos
irracionais”.

De modo geral os procedimentos sugeridos, ndaratas como um modelo pronto e
acabado a ser seguido, foram muito bem aceitos petdessores o que se revelou com nossa
observacdo de que a maioria dos sujeitos ao respapebstdes, recorria as suas respostas
anteriores, podendo isso indicar que, possivelmbatere uma tentativa de reproducdo do
procedimento sugerido em atividades anteriores.

O registro de representacdo decimal infinito ldgares professores a uma contradicao.
Alguns relacionaram corretamente este registrondmugerioédico, a um namero racional e,
em outros momentos, associaram a representacaiargium namero irracional.
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A oportunidade de se trabalharem atividades numsppetiva séria e colaboracionista,
embora contemplando conteddos néo triviais, tewerboeptividade por parte dos professores
participantes. Seu desenvolvimento se deu comiastus e seriedade, e houve um grande
empenho na resolucdo e discussdo das questbes pod®n traduzir nos seguintes
comentarios:

“Vou estudar isso e depois a gente conversa”,ineferse a igualdade: 0,999...=1.

“Percebi como tenho defasagem, a gente s estuglee ala aula”, mostrando que
provocamos, como se pretendia, inquietacdes e agdtds para o estudo.

“O bacana disso é a discussao depois”.

O trabalho em grupos foi encarado como fator pasigpara a realizacdo do
experimento. Houve comentéarios em seu favor adatgrem que modificaram sua opinido a
partir da discussdo com os colegas, tanto no antédd grupo quanto na plenaria.
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