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Introduccion

‘Liamo al vino, yino. y a la tierra,

tierra, sin pesismismo ni desesperacion;

sin propdsito tampoco de engefiar a nadie,

digo lo que creo ingenuamente gue debo decir, sin
miirar vecinas consecuencias ni escuchar el
rumor de los temores™.

Mario Bricesio Iragorry

La teocia de grafos es una parte de la matemdtica discreta que tuvo
su origen en ¢l afo 1736 con el famoso problema de los siete puentes
de Kdnigsberg, establecido y resuelto por el gran matemdtico suizo
Leonhard Euler (1707—-1783), quien también formulé en 1782 una
conjetura sobre cuadrados latinos, 1a cual no fue refutada hasta 1960,

El problema de l0s puentes consistia en lo siguiente: la ciudad de
Kénigsberg (hoy Kaliningrado) estd situada sobre dos islas y 2 ambas
riberas del rio Pregel, unidas ias diversas partes por sicte puentes como
muestra {a figura:

Figura 0
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y se plantea si es posible realizar un recorrido que pasara por todos los
puentes sélo una vez. Euler probé Ia imposibilidad de dar tal pasco.

Los grafos son un importante objeto de estudio en diversas dreas
del conocimiento: investigacion operativa, ciencias de la computacion,
combinatoria, por sélo citar algunas; pero, su estudio se ha desarrolla-
do de tal forma que hoy por hoy constituyen una rama de la matema-
tica con cuerpo propio, con un amplio desarrolio tedrico ¢ innumera-
bles aplicaciones.

Los grafos tienen la gran virtud de Sif un “objeto geométrico” cu-
ya manipulacién no excede al espacio IR".

Son pocos y aislados los estudios realizados para a aplicar los gra-
fos a la ensefanza de la matemdtica; es0 €5 un poco extrano porque su
estudio permite, por una parte, adquirir una serie de destrezas mate-
mdticas, y por otra ellos son un modelo ficil de mancjar que permite
¢l estudio de otros tépicos matemiticos, sin recurrir a la maguinaria
analitica. Ademds, permiten un enfoque heurfstico y a la vez algorit-
mico del proceso de ensefianza.

Los grafos, por ser un objeto matemdtico con gran carga intuitiva,
serin usados en ¢l presente trabajo para presentar un enfogue no tradi-
cional de diversos conceptos matemdticos: operaciones, producto car-
tesiano, conjunto de las partes, técnicas de conteo, relaciones binarias,
cdlculo de determinantes.

GRAFOS DE PROCESO

Los grafos de proceso son una herramienta ampliamente usada en
el drea de andlisis numérico; sin embargo, pueden ser utilizados de una
manera eficaz dentro del contexto de la ensefianza de la matemdtica.

Un grafo de proceso es una representacion grifica de la secuencia
en que son realizadas las operaciones aritméticas de un ciiculo.
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Por ejemplo, si queremos calcular

us(x. yj*z

(1)
el grafo de proceso asociado es:

Figura 1

Como vemos en este ejemplo, el grafo de proceso debe ser leido de
abajo hacia arriba siguiendo la orientacién de las flechas (arcos); asf,
vemos que primero se multiplican x y y, luego al resultado se le suma z
obteniéndose u.

En el ejemplo anterior pasamos de (1) ala Fig. 1. Sin embargo, es
facil transitar el camino inverso y construir la expresion representada
mediante el grafo de proceso. Veamos un ejemplo de ésto Gltimo:

Figura 2
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Aquf 1a expresién correspondiente es:
x+y) . z=u
(2)

Comparando ambas figuras (Fig. 1 y Fig. 2) podemos notar, dado
que los grafos se recorren de abajo hacia arriba, que en el primer caso
se cjecuta primero la multiplicacién y luego la adicion, mientras que
en el segundo caso ¢l orden de ejecucion de las operaciones es el inver-
50,

Esta representacion permite: (a) tener una descripcion visual de
cémo se efect(a un computo dado; (b) poner atencidn al orden en que
estdn indicadas las operaciones; y (c) estudiar las propiedades de las

operaciones. Como ejemplo, se considerard ¢f siguiente grafo de pro-
ceso:

Figura 3

La figura 3 representa el grafo de proceso correspondiente a |2 ex-
presion:

B
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Usando ambos grafos (Fig. 2 y Fig. 3) y pasando a las respectivas
expresiones podemos, a través de cierto ndmero de ejemplos y compa-
raciones de los resultados obtenidos, lograr que el alumno obtenga
como conclusidn la igualdad entre las expresiones (2) y (3); con esto
se podria conducir al estudiante a intuir |a validez de la propiedad dis-
tributiva del producto respecto de la suma,

La siguiente figura representa el grafo de proceso de la expresion:

f(x)-a.xzob v X 4€

Figura 4

La figura 4 muestra los pasos a seguir para evaluar un polinomio
cuadrdtico. El proceso se puede extender para un polinomio de grado
n.

Como puede observarse, los grafos de proceso son una alternativa a
los “tradiclonales” diagramas de flujo; éstos Gitimos también son gra-
fos y en muchas ocasiones son de enorme utilidad para describir diver-
sas situaciones matemdticas,

146

A través de los grafos de proceso se hace obvia la propledad con-
mutativa tanto de la suma como del producto. Un proceso andlogo al
sugerido para estudiar la propledad distributiva de la multiplicacién
respecto de la adicién, puede emplearse para estudiar la propiedad aso-
clativa de la adicién y de la multiplicacién. Dicho proceso se muestra
en las siguientes figuras; las ndmeros 5a y 5b corresponden a la adi-
clén y las ndmeros 6a, y 6b a la multiplicacion,

A O

Fig. 5b.

La figura Sa. representa a la expresién (x + 4) + 2 = o

y la figura 5b. representa a la expresion x + (y + 2) = u

A M

Fig. 6a. Fig. 6b



La figura 6a. representa a la expresion

(x . y) .2=u

y la figura 6b. representa a la expresién
x .y .2)=u.

Esencialmente, la idea de los grafos de proceso es la misma-en la
que se basa la notacién polaca inversa la cual coloca los operandos pri-
mero y el operador después. Algunas calculadoras de bolsillo usan este
sistema.

GRAFOS Y PRODUCTO CARTESIANO

Tradicionalmente, el producto cartesiano de dos conjuntos, X y
Y, se determina usando su definicién sin la ayuda de ningdn apoyo
geométrico; no obstante, es (til construir un “diagrama de drbol™ el
cual nos describa dicho producto.

Ejemplo: Se desea determinar los elementos del producto cartesia-
no, XxYxZ delos conjuntos X*= (1,2,3) , Y«{2,4) y Z=[4.4.5)
La determinacion de Xx Yx Z puede hacerse mediante un
diagrama de drbol tal como el que se muestra a continuacion
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3 (1,2,3)

4 (1,24
5 (1.2,5)
(1,4,3)

3
(1.4, 4)
: <: (1.4,5)
(2,2,3)
4 (2,2, 9)
<, (2.2, 5)

4 4 (zo 4,4)
5 (2,4,5)
3,2,3)

zé (3,2,4)
5 (3,2,5)

3 4
<4 (3,4,4)
) 5 (3,4,5)
Flg. 7

El drbol se construye de izquierda a derecha y no solamente per:
mite hallar XxYxZ  sino, también, visualizar que

Iz 1= 1LY 12)

Esto Indica que, para calcular el ndmero de elementos de XxYxid
basta multiplicarr el nimero de elementos de X, por el ndmero de cle-
mentos de Y, por ¢l nimero de elementos de Z lo cual es un principio
fundamental de conteo muy Gtil para el cdlculo de probabilidades.
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GRAFOS Y EL CONJUNTO DE LAS PARTES

Dado un conjunto X es importante, en muchas ocasiones, conocer
todos los subconjuntos de X es decir, of conjunto de las partes de X:

Pt ¥: ve x)
Una manera prictica de hallar todos los subconjuntos es mediante
la construccién de un drbol binario, como el mostrado en el siguiente
ejemplo,

Sea X*{1,2, 3, 4) se quiere hallar 9()().
Arbol de las partes de (1,2,3,4)

: ' @ :.E' (v02a)
L TR ()
SRR A {aa)
. {ne)
- -
N ‘c.l)

: : {vag)
: : (1a)
| : (14)
; ; (1)~
! : § {2)
: | : {s)
i : | ) g
0 @ ®@ ®
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La simetria de la W‘de dtie ke
complemento de un conjunto dado, Muna,upu.f.. i o
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Grafo del conjunto de las partes de Xx={ a,b¢qp rom

¥ =Y v 1 x.. oF % 1 K wp sgnogue
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GRAFOS Y PROBLEMAS DE CONTEO

Muchas de las expresiones que permiten contar ef namero de obje-
tos de un determinado tipo se pueden inferir a partir de un grafo ade-
cuado; en las secciones precedentes fueron vistas dos de dichas expre-
siones. A continuacion de mostrard otro caso.

Si por ejemplo, se estd interesado en saber {cudntas funciones dis- -

tintas se pueden construir de X en Y, sabiendo que tanto X como Y
son finitos?,

La respuesta puede obtenerse analizando un grafo
mente disefado. .

Supéngase que X [ Xy, x9,...,%x,) y Yoly ¥ o' ¥m)

m elemento

Figura 10

de aquf es casi inmediato que

1F: X Y)|= (m. 1) (m. 1]2Y2S%%m 1) mn |y 1]

Otros problemas que se pueden atacar son: contar el nimero de
inyecciones de X en Y, y el nimero de biyecciones de X en Y, que
conducen a las conocidas expresiones Vm.n y n! respectivamente.
GRAFOS Y RELACIONES BINARIAS

Si E es un conjunto finito y R una relacién binaria en E, se puede
construir un grafo de la siguiente manera:

Se toman como vértices los puntos de E v se forma un arco entre x
y ysiysélosi xRy.

Este procedimiento permite visualizar ficilmente (‘:JE] es pe-
quenio, lo cual debe suceder evidentemente si se estd e ando en el
nivel elemental) propiedades como simetria, antisimetria, reflexibili-
dad y transitividad,

Ejemplo:

SIE ={1,23,4,6 | yR es larelacién “ser divisible por*, El
grafo que representa a R es:

Figura 11
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El grafo nos indica que la relacion es reflexiva y transitiva, Este
tipo de representacién conduce a los diagramas de Hasse,

GRAFOS Y PROBABILIDADES

Muchos problemas que se presentan en los modelos probabilisticos
elementales pueden ser representados mediante lo que se conoce como

“irbol de probabilidades” .

Uno de los modelos mids usados es ¢l “modelo del lanzamiento de
una moneda”.
Supdngase que se tiene una moneda para lacual P (¢) =p y P (s).

1—p, si se lanza 3 veces la moneda, se obtlene la sigulente representa-
clén del proceso mediante un drbol de probabilidades:

Figura 12

Es inmediato observar que | | =8. Ademds el diagrama nos
permite llegar a la expresion

P (X =k) (,") pk (1-p) 3K

donde k es el ndmero de caras observadas después de tres lanzamientos
de la moneda.
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GRAFOS Y DETERMINANTES

A continuacién se presentard un algoritmo para calcula .
nantes basado en la nocidn de grafo, - 1 Folariass.

El proceso consiste en:
a. Asoclarle a una matriz M un grafo G,
b. Considerar ciertos subgrafos de G llamados A ~ subgrafos.
€. Asociar acada A —subgrafo de G un ndmero llamado su peso,
d, Sumar todos los pesos,

El procedimiento anses descrito es muy Gtil si la matriz M es es
parcida, ésto es, si M tiene mucho cesos.

SeaM «(a r'ﬂB una matriz cuadrada de orden ny considérese un
grafo G) de n vértices (que se etiquetardn por conveniencia con 1, Y N
««+, M) y constriyase un arco de | a | siempre y cuando a A

néndole a este arco el peso lu' ' ”fmub

Sellama A —subgrafo a todo subgrafo de G con n vértices y tal
que para todo v se cumple:

g *M=g-(v=1

Se define el peso de un —subgrafo como el producto de los
pesos de sus arcos por el factor (1) n + | donde | es el nGmero de
circuitos que posea el & —subgrafo.

El determinante de M, | M |es igual a la suma de los pesos de to-
1?‘!?: 4 —subgrafos de G. Si G no posee A —subgrafos entonces
=

El siguiente ejemplo servird para aclarar el procedimiento, Sea:
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(1)

Luego debemos construir en primera instancia e grafo G:

los A —subgrafo asociado son:
! 2
RN
3

e

® g W
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El peso del primero es:

(-1)3+3 y.2.8 =16
¢l peso del segundo es:

=1)3*2 3.2 (-1) =6;
¢l peso del tercero es:

(=13 *2 9.1, (~4) =4;

luego
Ml =16 +6 +4 =26

Para mostrar otro ejemplo se empleard la matriz
M :
2 0

\ 3

A

2
El Gnico  A.subgrafo que podemos construir es:

Aqui G viene dado asi:

3

S

2
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Supesoes (1) 2 *1.3.2 =6, luego M| =~6;

La matriz siguiente se usard para un ejemplo adicional

0 0
0 8 4
3.0

- 8 -3

en este caso G es:

y el nico B —subgrafo de G es:
-@ .3
3

y no hay ningln otro, Esto se puede verificar ficiimente, El peso del
~subgrafo es:

(=13* 2 (1) (<3).(3) =9
y luego se tiene que  |M| =—9,

Este método es considerado como mds elegante que el uso de la
tradicional regla de Sarrus para determinantes de orden 3.
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